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Chapitre 1
PRINCIPES GENERAUX

1.1 Etat quantique

Les principes gréraux de la racanique quantiqueénoncent sous la forme de cing postu-
lats. Le premier postulatafinit la notion détat quantique. Cette notion vient remplacer le
concept détat classiqueéfini par la donge des positions et vitesses des particules consti-
tuant un systme. Le second postulagfinit I' évolution temporelle d’uietat quantique en
nous donnant équation de mouvement quantique, appélquation de Sckidinger ; cette
eégquation joue le iame ble que lequation de Newton en@aanique classique.

1.1.1 Postulat 1 :Etat quantique
Enoncé

L'état d'un sysme qui, classiquement est égjfie par les coordorees
(¢1, G, - - .), est compdtement @crit par une fonction (¢, ¢o, . . ., t), ditefonction d’ état

ou fonction d’onde, dont le module au cagrdonne la dengtde probabil# de trouver
instanta@ment le systme dans la configuratidg, ¢s, . . .) au temps t.

P(qlu q2, - - . 7t) :l Q(Qla q2, - - - 7t) ‘2 dQIdQ2 oo dCIN (11)

En corollaire, on doit avoir :

SV [Pdv =1 (1.2)

En d’'autres terme® doit étrenormée Par consquent¥ doit étrede carré sommable
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Notons que réme nornde, ¥ est cetermirée & un facteur de phd§erés. De plus, on
demande ¥ d’'étrediff érentiable et finie partout.

Exemples

1. L'atome d’hydro@ne est constiide deux particules : ualectron, de masse,,
et de vecteur de position,, et un noyau, le proton, de massg&y,, et de vecteur de
position .
Un état de I'atome serait &crit par une fonction de caé&r sommable de ces deux
vecteurs de position, typiquement de la forme

(7, Ry, t)

2. Les mouvements de translation d’'une @onile diatomiquel B dans la direction des
x sont cecrits par une fonction @tat de la forme

U(X, 1)

ou X est la composante selandu vecteur de position du centre de masse de la

molécule :
Y maXa+mpXp

ma+mp
3. Un gaz deN, mokcules diatomiquesl B est cecrit par 3N, degies de liberé de
translation, lesN, vecteurs de positio®,, k = 1,2, ..., Ny des centres de masse
desN, molkcules.

Pour cecrire les mouvements de translation de cesatulks, il faudrait donc utiliser
une fonction de ca& sommable de ces vecteurs de posifipgnde la forme

U({Ry, Ry, ..., Ry, }, 1)

4. Les mouvements de vibration d’'une Bmlle diatomiquel B sont decrits, en nécanique
classique, par les variations detlongationz = R — R., ol R est la longueur de
liaison instantage de la macule,R,, sa valeur au repos.

En necanique quantique, orédrirait donc ces mouvements par une fonctioatat
de la forme
U(z,t)

et qui est de caé sommable en.

1Un facteur de phase est un facteur complexe constant de module unitaire. Orepegd™, ol § est
un angle quelconque, appgdhase



CHAPITRE 1. PRINCIPES GENERAUX 3

1.1.2 Postulat 2 :Evolution temporelle d'un état quantique
Equation de Schivdinger

Si le syseme n’est pas pertugh I'évolution de sorétat est gouvege par lequation de
Schibdinger @pendante du temps
ov h

h— = HU h=— 1.3
! ot s (1.3)

ou H est I'opérateur suivant, appeHamiltonien du syséme :

R?\ 02

N
k=1 g

ka

Exemples
1. Pour 'atome d’hydrogne (exemple 1 ci-haut)

2 2 2
() )%
Qme 2me 47T€0|Fe - RN|

0? 0? 0?
2 _
Vi = (81‘22 * y? + 823)

2. L’'Hamiltonien cecrivant les mouvements de translation le longeaBune moécule
AB (exemple 2 ci-haut) est simplement

- n?\ o
H:<_27’)7/>8X27 m=mu+mp

car un mouvement de translation (uniforme) en est un qui se produit en I'absence de

force, c’esta-dire que le potentiel” est constant. On peut le posegala z&ro.

3. L'Hamiltonien cecrivant les3 N, degiés de liberé de translation d’'une mole de gaz

diatomiqueAB (de massen) est
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4. Dans le modle de l'oscillateur harmonique, orédrit les mouvements de vibration
d’'une moécule diatomiqued B (exemple 3 ci-haut) par

. R*\ 9* 1
H = (—) —— + —pwa?
24

ou u est la masseaduite de la mdcule,w est sa fequence vibrationelle.

Remarque :

On note que Bquation de Sclkdinger [(1.B) est du premier ordre par rapport au temps :
en cepit d'une ancienne terminologie, ce n'est pas égeation d'onde. Elle &krit un
développement temporeleterministe de Btat quantique : si la fonction &fat, ¥, est
connue au tempsg, alors elle est étermiree de facon non-ambiga tout temps uérieur,

t > to. Que la fonction ctat, U, elle néme admet une intergiation probabiliste (selon le
postulat 1) n'impligue aucunement que lagoanique quantique soit no@@rministe.

Etats stationnaires

Dans le cas o le potentielV (¢, ¢, . . .) estindépendant du temps correspondaré un
syseme conservatifen nmécanique classique, il existe un ensemble de solutions parti-
culieresa I'equation de Sclidinger [(1.8) qui sont de la forme

?

Vi(q1,q2, - -, 1) = eXP{( h> Ekt} Ur(q1, g2, - - -) (1.5)

avecyy(q1, g2, - - .) iIndépendante du tempset satisfaisant

Hii(q1, 02, - - ) = Extoelq1, g, - - ) (1.6)

ca.d.10%(q1, g2, . . ) est ungonction propre de I'HamiltonienH avecvaleur propre E,.
Ces solutions particudres @crivent degtats spciaux appélsétats stationnaires L’ équation
aux valeurs propre§ (1.6) est souvent appéfuation de Schdinger indépendante du
temps Elle définit lesétats stationnaires et n’a un sens que si leesgstest conservatif.
Toujours dans le cas d’'un sgshe conservatif, uatat quelconque,atrit par une solution
géreraleV ., de I'equation de Scldinger [(1.B), peugtre cvelop@ en termes deistats
stationnaires);,, selon

Uoen(q1,q2, ..., 1) = Xk:Ck exp { <—;.L> Ekt} Ue(q1, @2, - - .) (1.7)
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Les coefficients;, dans ce @dveloppement sont ilghendants du temps et so@termirés
de facon noréquivoque par Btat initial. On montre que (voir prodine 4)

Cr, = /dek<q17qQa"'>*\I/gen(q17qQ7"'70)' (18)

C’est surtout léquation de Schkidinger inépendante du temp$, (IL.6), qui concerne la chi-
mie quantique : on cherche en effebbtenir les fonctions d’ondeédrivant lesttats sta-
tionnaires, et surtout&tat de plus bassenergie| état fondamental des atomes et des
molécules. Les transitions obsémrs en spectroscopie s’effectuent entreétats station-
naires; leur étermination est donc un gmequis pour Etude de la spectroscopie. Cepen-
dant il faut bien se rappeler que c’'dstquation de Schodinger dependante du temps
(1.3), qui est lequation fondamentale de leéganique quantique : elle joue leéme ble
gue I'equation de Newton en @anique classique, soit celui d’'ugéquation de mouve-
ment.

Exemples
1. Les fonctions _
Uy (X, t) = Ce Brt/hgin (1 X/ L)
et ‘
Uy(X,t) = Ce B2t/ gin (21 X/ L),
avecE, = h*/8mL?* E, = 4Fy, (C = ,/2/L est une constante de normalisation),
sont fonctions propres de I'Hamiltonien
H = (—h%/2m)(8*/0X?)

décrivant le mouvement unidimensionel de translation d’une particule de nmasse
dans l'intervalleX € [0, L] (mockle de la particule dans une tie, voir ch. 2). Elles

satisfont
: Uy (X
HUL (X ) = By (X, ) = malétt)
: Uy (X, t
HU(X, 1) = EyUs(z,t) = mw
et cecrivent detats stationnaires
Par contre 1
V(X 1) = —{01(X 1) + Ua(X
(X.0) = {0 (X00) 4 Wa(X, 1)
satisfait bien
(X .

ot
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mais n’est pas une fonction propre ée:
HU(X,t) # Const. U(X,t)

Cette fonction ne &krit pas unétat stationnaire de ce syshe. On I'appellettat
non-stationnaire oypaquet d’'ondesdu syséme.

2. Les fonctionspy(z) = (a/m) V4 /2 ety (z) = (403 /m)/4xe /2, aveca =
uw/h, sont fonctions propres de I'Hamiltonien

H = (—1*/2m)(0%/02) + (1/2) pw?a?
d’un oscillateur harmonique 1D de mass=uitey et de fléquencev.

Foi(a) = 22 (o)
Elles corresponderdt deuxétats stationnairesde I'oscillateur, dcrits par
Wo(x,t) = e MO ()
i (w,1) = e M, ()
Un exemple dpaquet d’ondesde ce systme peuétre obtenu en prenant une com-
binaison lireaire quelconque de ces deux fonctions, par exemple
Uz, t) = ;{\Ifo(x,t) + V3T, (z,1)}

On \érifiera que cette fonction satisfait bieretjuation de Sclidinger cependante
du temps,[(1]3), mais patjuation aux valeurs propres (1.6).

1.2 Propriétés observables

Comment extraire de l'information sur les pragés physiques mesurables, encore ap-
pekes observableg,partir de la fonction dtat ? Les postulats 3-5 de l&&oanique quan-
tique nous apprennent comment le faire.@ioncent la quantification de ces observables
comme un fait @réral de la nature au niveau microscopique. Cette quantification s’exprime
mathtematiquement sous la forme d’'u@guation aux valeurs propres pour ueogteur her-
mitien (hermitique) assogia la grandeur physique concém postulats 3 et 4. La mesure
de cette grandeur physique sur le sysé pepagé dans uretat quelconque donne une de
ces valeurs quantées avec une certaine probakilite postulat 5 nous apprend comment
la calculer.
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1.2.1 Postulat 3 : Propriétes observables et ograteurs
Enoncé

A chaque propéte physiqueO(qx,px) du syseme correspond un épateur lireaire et
hermitienO construit selon laggle de correspondance suivante :

— coordonnées

Qe — G (1.9)
— impulsions conjuglées (quanties de mouvement)

) h 0O
Pk = D=~ (1.10)
i Oqy,

Note : Comme I'ograteur de position, est multiplicatif (multiplication par;), on I'écrit
souvent sans I'accent circonflexe, confondant&@teurj, avec la variable,.

Les operateursj, et p, ne sont pas commutatifs. En fait, ils @bsenta la relation de
commutation suivante

[k, D1] = et — DiGr = o (2.12)

ou d;, le symbole d&kronecker vaut0 si k # [ et 1 dans le cas contraire.

L'opérateur(s, assod a une grandeur physiqu@ s'obtient en substituant dans I'expres-
sion classiquei(p, q, t), de la grandeur les coordo®esq = {q1, ¢2, . . .} etlesimpulsions

p = {p1,pe, ...} par les oprateurs hermitiens correspondants. On prendra soin de rendre
symétrique I'expression obtenu pour assurer Gusoit bien hermitien.

Exemples
i. 'Hamiltonien A, ), est 'oferateur asso@ a la propriéete ”énergie”

2
p
Epr, qx) =Y 2777];1@ + Vg, t) (1.12)

En effet, 'o@rateur asso@a £ est

A /\2

Py
E = 2 4+ V t
Z oy + V(aqr, t)

On \erifie aigment que ceci est hermitique, vue I'hermi@aes oprateursg, etp.
Or
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o\ 02
~2 N — _h27

. —h*\ 0? -

2mk

ce qui implique

. Pour une particule se mouvant dans I'espace tridimensionnelle :

'opérateur assod@ a la grandeurzp,. est

TPy + P2k

et non

TPz
car les deux oprateurs hermitiens et p, n’étant pas commutatifs, le produip,
n’est pas hermitien.

L'opérateur assod@ a la troisieme composante du vecteur momenétigque L de
I €lectron dans I'atome d’hydrame :

—

L=7xp, L. = xp, — py,

est simplement

A

Lz = xﬁy - ﬁxy

car [z,p,] = 0 et[p,,y] = 0; les deux produitsp, et p,y sont donc hermitiens,
ainsi que leur somme ou difience.

1.2.2 Postulat 4 : Mesure d’'une proprétée

Enoncé

Soit O, une grandeur physique. La mesure @edonne toujours une valeur propre de
I'opérateur hermitien ass@&;iO. En d'autres termedes seules valeurs observables de
la propri été O sont les valeurs propres de l'oprateur O.
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C’esta cause de ce postulat qu'il est important de s'assurer que toutegiéqpinysique
soit repesenée par un oprateur hermitien. En effet, 'hnermitiétde O assure que ses
valeurs propres,, sontréelles

Exemples
1. Les valeurs propres de I'Hamiltonien

. h2 2 1
H = <—> 9 + —pw?a®

de l'oscillateur harmonique 1D sont (voir ch. 2)

1
Ev = (U + §)hw

L’énergie de l'oscillateur ne peut donc prendre d’autres valeurs que cellessdsnn
par cette relation.

2. On verra, au chapitre 3, que les valeurs propres de&a@geurL. = zp, — p,y sont
(L.)m =mh, m=0,£1,£2,....(m € Z)

Toute tentative de mesure de la 3e composante du vecteur mometiguende

I électron dans I'atome d’hydr@me produira donc une valeur qui est un multiple
entier (positif ou &gatif) des.. On notera en passant queest une uné commode
de moment angulaire.

1.2.3 Postulat 5 : Moyenne d’une proprétée physique
Enoncé

Premierénoné&
La valeur moyenne d’une progte physique®, quand le systme se trouve danséfat
déecrit par¥, est donge par

[ PO0wdV _ < YO >
UV T < U >

<0 > (1.13)

ou, plus simplement
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<0>= /\P*O\I/dv —< ¥[O|v > (1.14)

si la fonction détatW est bien norrée, ca.d. si

/\If*\IIdV — < Y|P >=1

Seconcenoné

Toujours dans I'hypotlse que la fonction étaty est norngée, uneexpressiorequivalente
du postulat 5est : La probabilié de trouver la valeur propeg (de I'opérateur hermitique
0), lors d’une mesure de la propte O effectiee au temps sur le systme quantique
prépaé dans létat cecrit par¥, est donge par le caé du module de la projection de la
fonction detatV sur la fonction propre,, assoceea la valeur proprey, :

Pog,t | ) =[ (gr | ©) |? (1.15)

ou la projection(y, | ¥) est c.finie par

(pr | ¥) = /SOZ\IJdV (1.16)
et il était suppos que les fonctions propres. sont orthonorraes.

Remarque : Notations de Dirac

Les signes= dans lesquations[(1.16)[ (1.14), (1]13)gzedentes éfinissent un mode de
notations appélesnotations de Dirac Quoique ce mode re&fle une structure adfprique
profonde du formalisme quantique (notion d’espace vectorieketits app@ espace de
Hilbert), on ne I'utilisera ici que strictement pour la commédiju’il apporte au niveau de
I’ écriture de certainesquations magématiques.

Interpr étation

Pour appehender ce postulat, il est utile d'imaginer uastgrand nombre depliques
identiques du systme, pépagées toutes dans leadmeétat initial, . Selon lepostulat 4, la
mesure d€) sur chacune de&pliques, produira une valeur dequi est péciment une
des valeurs propres,. Cependané priori, on ne peut pas @dire laquelle de ces valeurs
propres sera obtenu lors de la mesure effeetsur uneéaplique donge, et I'ensemble des
résultats re@t un caracire statistique. Selon le cas, la distribution statistique eesltats
de mesure d® aura les caraétistiques suivantes
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a. Si U est une fonction propre (elleédrit unétat propre) d&) assodéea la valeur
propreoy, ca.d.

U = Pk
alors des mesuregpetees de® donnento,, toujours. Cette valeur serait donc ob-
senée avec certitude.

b. Si U n'est pas une fonction propre de alors les mesuregpétees de® donnent
chaque fois une valeur propeg différente : La mesure met le syste dans Btat
proprey;, deO assodk a la valeur propre, obsenee. Chaque valeur propsg a une
probabili& d'étre obser&e qui est dorge par[(1.15). La valeur moyenne @eest

<0>=Y 0,P(og,t | ¥) = /\D*va (1.17)
k

Exemples
1. Pour l'oscillateur harmonique 1D g@paté dans létat non-stationnaire

1 1. . |
() = S{Wo(w, ) +V3Ws (2, 1)} = S{e UMD pq () 4/3e MO g (2)}

la probabilité que la mesure de s@mergie au temps t donne une valeur3de /2
est

P(E = 3 t) = ‘ﬁef(i/h)(%w/z)qz _3.
2 2 4’
celle d’'obtenirE) = 1/2hw est

P(E = thw t) = ‘ﬂew/h)(hw/z)t

P
2 2

1

L’énergie moyenne dans @&ttt est donc

<5 () () ) () -

2. Dans l'etat stationnaire

Uy (X,t) = (ﬁ) e Bt/ gin (1 X /L)
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de la particule dans une fii@ 1D, on trouverait avec certitude (probabdit1) la
valeurE = E, = h?/8mL? lors d’'une mesure deé&nergie du sysme.

Notons que I'on peut encoéerire ¥, (X, ¢) sous la forme
inX/L 677;7TX/L

Uy (X, t) = (\/E) e Et/hgin (1 X /L) = Zl\l/ée_iE“t/ﬁ{e\/Z R }

qui est un éveloppement explicite de la fonction en termes de fonctions propres
(normées) devy = (h/i)d/dx

(5)- () (55

On peut donc ené&tuire que, dans cétat
— la probabilité de trouvepx = +hn/L est

hm 1 - 1
P _ — 71,E1t/h 2 I

— celle de trouverP’x = —hr/L est
hr, 1 fiElt/h|2 _ 1

P(I?X:— &

57

— la valeur moyenne de l'impulsigny est

= () () () () -

)

1.3 Discussions des postulats

1.3.1 Equivalence des deux formes du postulat 5

L’ équivalence des deux formes postulat 5, exprimee par[(1.1]7), se&nontre de la fagon
suivante : on sait qué& peutétre cevelopee sur la base orthonoéma des fonctions propres
v, de0. On a ainsi

k
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Montrons d’abord que les coefficients sont don@es par les 'projections’ dé (1]16). En
effet
(| 0) = [ppwav
= ch//ga,j(pk/dv
k./
= chﬂsw
k/

= Ck
En passant de la dewtnea la troiseme ligne, on a utilis I'orthonormalié despy. A cause

du dpi (Opr Vaut 0 sik’ # k et 1 sik’ = k) qu’elle contient, la somme suf se €duita un
seul termef’ = k. On a donc bien

(o | ¥) = e (1.19)
Substituons maintenant céeloppement d&, (1.18) , dang(I.14) ; on obtient

<0> = / VOUdV
= /(Z Ck/@k/> O (Z Ck%@k) dV
k' k

= ZZcz,ck/goz,Owde
Kk

= ZZcz,ckok/<pZ/g0de
Kk

= chzfckokékk/
kK k

= Zcickok
k

Finalement, rappelart (1.]19), on obtient

<0 >= /\II*O\I/dV =0 | (pi | 0) =Y 0xP(ogt | U)
k k
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1.3.2 Propriétes de<ttats stationnaires

1. La densié de probabilié | ¥, (q1,qo,...,t) |* est incependante du temps dans un
état stationnaire. En effet, de ([L.6), o#rifie que

| \I’k(%’(h,---»t) |2:| ¢k(Q17Q2>---)2 | (120)

gui est clairement inebendante du temps.

2. Lavaleur moyenne de toute quaatihysique-(p, q) ne comportant aucuné&gendance
explicite sur le temps — a.d.0,G = 0 — est incependante du temps dans &at
stationnaire. En effet, selon postulat 5

J Vi(q, )GV (q, t)dV

<G>
(1.21)

(@) Gor(q)dV
J (@) vn(q)dV

ou G est 'operateur hermitique ass@c la proprete physique=(p, q).
3. L' énergie aune valeurgcise, &/ = E}, qui est maintenue constante duraavblution
temporelle de touktat stationnaird .

1.3.3 Compatibilité des grandeurs physiques
Condition de compatibilité de deux grandeurs physiques

Il est clair que deux grandeurs physiques A et B ne sont mesurables sieméat) ou
compatiblesque si la @termination pecise de I'une n'emigche pas celle de l'autre. Ceci
signifie que les fonctions propres de doivent aussitre fonctions propres d&. Par
congquent, les deux grandeurs physiques A et B ne sont compatibles que fiateaps

qui leur sont assoes admettent des fonctions propres communes. On montre que la condi-
tion nécessaire et suffisante pour que ceci soit possible est @és commutent :

[A, B] = 0 <= A, B compatibles (1.22)

Exemples

I. x etp, ne sont pas compatiblescause de la relation de commutation fondamentale,
(1.113). Par contrey etp, sont compatibles, toujours seldn (1].11).
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ii. Lestrois composantds,, L, etL, ne sont pas compatibles; en effet, on peut montrer

que (voir probéme 8)

(L, L,) = ihL. (1.23)
[Ly, L.] = ihL, (1.24)
(L., L,) = ihL, (1.25)
Par contre, I'ogerateur
P=12+ 1%+ 12 (1.26)

assoce a la propriete L | (carré de la longueur du moment étique) commute
avec n'importe quelle composante d€voir probleme 9) :

L%, Lo] =0, a==zy,2 (1.27)

On peut donc éterminer simultaement la longueur dé et une et une seule de ses
composantes.

Constantes de mouvements. ECOC

Dans le contexte de la chimie quantiqué, loon s’intéresse auetats stationnaires des
moléculesgtats dénergiel précise rappelons-le, il estimportant et utileédablir les pro-
prietes qui sont mutuellement compatibles et compatibles avec E. Ce sottrugantes

de mouvement Les états stationnaires sont corafgment et uniguement &gfies par la
donrée des valeurs propres dg et des oprateurs assogsa ces constantes de mouve-
ment. Ensemble avel¢, ces ograteurs constituent ce qu’on appelle un ensemble d’obser-
vables commutatifs (ECOC). &s souvent, ces propites conser@es @notent I'invariance

du syséme dans certaines @mtions de sygtrie.

Exemples
i.

L’électron de I'atome d’hydragne sent un potentiel de sgtrie splerique,

62

(4meg)r”

V=-
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Son Hamiltonien

= (‘h> vio_© (1.28)

2m (4dmeg)r

commute aved? et L, o = = par exemple (n'importe quelle composante convien-
drait). Le systme admet donc deux constantes de mouvement, soit la Iongu§ur de
et une de ses composantés, Lesétats stationnaires de I'atome sont ainsesgiés

par trois nombres quantiques, [, m, assoogsa £, L? et L, selon

n— b, = —R—g
n
I — (LY, =1(1+ 1)R?

m — (L,)m = mh
(On verra ces esultats en plus grandsethils au Chapitre 3)

ii. L'électron dansH, voit un potentiel de syatrie cylindrique. La composanté,
du moment cigtique électronique le long de I'axe internwdire (axe des) est
conseree. En plus, I'invariance du potentiel dans l&qation d’inversion! : 7 —
—7, par rapport au centre de I'axe interni&ire (identifé ici comme I'origine des
coordonrees) permet la classification detats stationnaires selon leur caraceé de
synetrie par rapporta cette ogration. Par exemple, &tatlo, est I'etat de plus basse
énergie ayant., = 0 (premierétat du typer), et de syrétrie paire par rapporta
l'inversion.

1.3.4 Theoreme variationnel

On avu, lors de la@monstration de &quivalence des deux formes postulat 5, que
<0>= /\P*O\Ildv =Y o Pog.t | 1)
k

dans tougtatV (voir (1.14)
Dans le cas particulied = H, o, — E) et
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/qf*fffwv =" EP(Ey t| ©) (1.29)
k
Soit £y, I'énergie de Btat fondamental du sysne, alors

Ey > Ej, vk (1.30)
ce qui implique que
/xp*ﬁ\ydv =S B P(Ept | V) > By S P(Et | 0) = B (1.31)
k k
comme les quanés P(Ey, ¢ | W) sont positives et leur somme vaut exactenient

On obtient ainsi uné&sultat @réral que I'on peuénoncer sous forme degbreme :

Théoreme variationnel:
la valeur moyenne: £ >y de I'énergie dans towtatl est toujours sugrieurea I'énergie
de I'état fondamental du sysne.

< E>¢= / VHUAV > E, (1.32)

< FE >y ne peutégalerEy que siv o 1, ca.d. qu'elle repesente exactementelat
fondamental du sysme.

En imaginant un balayage de I'espace @&sts\V, on voit donc que< F >y atteint un
minimum absolu e = 1),. Le theoeme gu’on vient cenoncer traduit donc un principe
variationel, et il esh la base des prédures de &termination approde dek, etv, par mi-
nimalisation de< F >y dans une classe restreinte de fonctidngjui sont alors appéks
fonctions d’essai Ces proédures sont surtout utiles dans le cadadetermination dev,
et par une nethode de&solution directe de &quation de Sckidinger inéépendante du
temps s’aere difficile ou impossible.
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1.4 Compkment A : Opérateurs en quantique

1.4.1 Fonctions de care sommable et oprateurs

On a vu qu’en quantique, on congi@ principalement des fonctions de éssommable, de
variablesr, y, z...., (celles-ci spcifient les coordorges de particules constituant un corps
donrg). Rappellons ce quiddinit une fonction de cagrsommable.

Définition

Une fonctionf(z, ..) (de valeur complexe) est dite de gasommable, si

/de*(g;, D f(z,.) < oo (1.33)

Pour un systme doni, ces fonctions forment un espace vectoriel, &ppspace de Hil-
bert, que I'on @signeraH.
Opérateurs sur’H Une transformation de fonctions dahsdéfinit un ogerateur

~

O:f—g gx.)=0f(z..) (1.34)

On distingue

1.4.2 Ogerateur linéaire
Un operateurO est dit lingaire s'il satisfait
OLf1+ Xafo] = [MOf1 + X0f], YA, A€ CVfi, foeH (1.35)

Exemples
1. O = 9/0x est linkaire

aaxp\lfl + Ao fo] = [Alaamfl + >\28(1f2]

2. p, = —ihd/dx = (h/i)d/dx (opérateur "impulsion”) est lirtaire
3. 2 (opérateur "position”) défini par

est lintaire

I%[Alfl(xl..) + )\2f2(1’/, )] = x’[)\lfl(x’, ) + /\QfQ(ZE,, )][Ali’fl + /\in'fg]
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4. O =/ défini par

est non-lirgaire.
5. Of := |f| est non-lirgaire.

1.4.3 Ogerateur identité et operateur nul :

On c&finit :

1. l'opérateur identé par A
if=f  VfeH

2. 'opérateur nul par A
0f =0, VfeH

Geéreralisant, on peutéfinir 'opérateur de multiplication par une constante C, par
af =af VfeH
Cependant, pour ne pas alourdir les notations et causer des confusions, on notera cet

opérateur patw tout court, omettant I'accent circonflexe sur le symbd@signant la constante.

1.4.4 Egalitée ouéquivalence de 2 oprateurs :

Deux oferateursO; et O, sont consiérés égaux (ouéquivalents) si leur action sur une
fonction quelconqug € H produit le néme ésultat (la n@me fonction transforée) :

Ol = Og S Vf € H, Olf = ng (136)

1.4.5 Somme de 2 ograteurs :
On céfinit la somme de 2 dpateur); etO, par
(O1+ Ol :=O1f +Oof, VfeMH (1.37)

La somme de deux @pateurs ligaires est un d@ateur lireaire.
Exemples:
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1. &+ ip,

o4 B0 (2) = 21(2) + ipef ) = (@) + iDL = ap(a) + n DD

2. &y + Gy + Ep

[E1ps + Py + Espa) f (2,1, 2) = —ihV f(z,y, 2)

ALY A
o 2(9y 50z
1.4.6 Produits de 2 oprateurs :
Le produit de 2 oprateursA, B est cfinit par
(AB)f := A(Bf), VfeH. (1.38)
En geréral
AB + BA (1.39)

(A et B ne commutent pas entre eux, leur produit et non-commutatif)
Commutateur :

(A B = AB - BA (1.40)

Exemples
Vis a vis d’une fonctiory (z) (une seule variable, pour simplifier) :

1. K, = % (operateur "energie cirgtique”) :

L d L df d*f
S 3 S T S L L W L
2. TP,
o Ldf\ o df
Ip.f == <_Zhd:c> = —zh:cdx
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3. DT
Poif = (—md(xf)> _—; (mdf + f)

dx dx
On note que

Dol # TPy
En fait :

[z, 2] f = —inf, Vf
On peut doné&crire :
(o, #] = —ih = 73 (1.41)

4. Par contre, visa vis d’'une fonction de ety :
Tpyf =pyf, Vf<=[2,p,]=0

5. OpérateurL, (composante du vecteur moment ciique :

1.4.7 Orerateur adjoint et HERMITICIT E
Opérateur adjoint

Atout opérateu[A, est assoéiun oferateur conjug®, A', dit operateur adjoint (ou conjugu
hermitique) deA. Il est cefini par

/ AV Af = / AV (Afg)*f (1.42)
Exemples:
1. A=d/dx < At = —d/dx = — A, vis-a vis de fonctions de cagrsommable.
Démo :

/;oodwg*df = [g*f(+0<>)—g*f(—OO)]—/mdwagf

dx o

+o00 dg*

- / d
—00 v dx f
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w

pour toutes paires de fonctiorfsg de care sommable (celles-ci doivent féroent
s’annuler enz = +o0). Donc

/ " g Y / " <—d9> 7 (1.43)
—0 dx —0 dx

CQFD.
. pI = p, vis-a vis de fonctions de cagrsommable.

=2

SiA =& +icp,, avecc* = ¢, alors AT = & — icp,

Opérateur hermitien (ou hermitique) :

Un opérateur est dit hermitien s'il est auto-adjoint.

At = A (1.44)

Par exemplez, p, sont hermitiens darig. L'opérateur de multiplication par la constante
a est hermitien siv est éelle.

1.4.8 Theoremes sur I'lhermiticite :

1.

2.

3.

La somme de 2 oprateurs hermitiensest un ograteuthermitien :
(A+BYf=A"+ B =A+B si AT=AB' =58 (1.45)
le produit d’'un op érateur hermitien avec un nombre scalaire (une constante)
n’est hermitien que si\ est reel:
AT =XNAT=)A si M=) A=A (1.46)

Le produit de 2 opérateurs hermitiens n’est pas hermitien en geréral. Il le serait
si les 2 o@rateurs commutent entre eux : en effet

(AB)" = BfAf (1.47)
en ceréral. En particulier, sil et B sont hermitiens, alors
(AB)' = BA +# AB (1.48)

On note que, si, B sont hermitiens, alor§ A, B] est hermitien.
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1.4.9 Fonctions propres et valeurs propres d’'un oprateur :
Définition
Une fonctionf,, qui satisfait )
Of, =wf, (1.49)
est appeie fonction propre d& avec valeur propre.

Théoremes

Les treoremes suivants sur les fonctions propres et valeurs propresrdigpirs hermitiens
sonta retenir :

1. les valeurs propres d’un ogerateur hermitien sont réelles:
Javi ot = [avOL) L.
o [V fo = i [V L,
(i =) [aV i fu = 0 (1.50)

Consicerons en particuliek = [ : comme

/ AV 2 fu > 0(£0)
ona
W = wy (1.51)

2. les fonctions propreg,, , f., assoceesa des valeurs propres déffentes; # wy)
sont orthogonales :

/ AV f2 fu =0 (1.52)

3. En faitles fonctions propres d’un ogerateur hermitien forment une base ortho-
normale complete:

0, k#I

Lkl (1.53)

fav szt =

Toute fonction @pendante des@mes variables qug,, , (v € H), peut se évelopper
exactement sur la base des fonctions propres de

W, ) =3 cpfum, ), o= /de;k@zJ
k
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1.5 Compkment B :Principe general de spectroscopie

La perturbation d’'une métule par un chamglectromagatique externe faible permet de
sonder la structure de cette raolle, ca d. se®tats stationnaires. Consitns par exemple
I'action d’'un champelectrique oscillant

E(t) = Eycos(wt)

sur la moécule. Elle se traduit par I'ajoud, I'Hamiltonien, d’un potentiel d’interaction

Vini(q, 1) = fi(q) - Egcos(wt) (1.54)

ou /i(q) repesente le moment dipolaire de la raolle ; on I'avaitécrit comme une cer-
taine fonction des coordoges maodculaires, indigaes collectivement pay. Le nouvel
Hamiltonien est

’ H(t) = Ho + Vini(q, 1),

(1.55)

ol H, décrit la mokcule libre. L'HamiltonienH () depend maintenant explicitement du
temps, et la mdcule perturbe devient un sy8tnenon conservatifqui, en soi, ne possle

pas détat stationnaire. Cependant, on peut toujoungetbpper une solution quelconque
U(q,t), de I'equation de Scladinger (&pendante du temps, bien entendu), sur la base
compkte et orthonormale detats propres dél,, ca d., desétats stationnaires de la
molécule libre.

¥ 1) = Lt exn{ () Bt} vnlo) (1.56)

On a dkja renconte ce type de éveloppemena I'équation|[(1.J7). La diffirence est qu'ici,
les coefficients;, dependent de.
Le developpement @oedent est surtout utile quand I'on part d’'atat proprey); (¢) de la
molécule libre et quand le champ est suffisamment faible pour que I'on puisse supposer
gu’en tout temps (durant I'action du rayonnement externéjal'l reste tes proche de
(A

lew(t)] < er(t)] ~ |er(0)] = 1. (1.57)

Dans ces conditions, on peut montrer que les coefficierits sont approximativement
donres, au premier ordre dans la perturbation, par

LBy < dulji(@) > [Flw — wit) + Fo+wit)] | (1.58)

Ck (t) ~

Bt |
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ou I'on a cefini _
£/2 sinf(w £ wig)t/2]

(w =+ wig)

Selon le postulat 5, la probabéitde trouver, au temps t, le sgste avec unénergieF =
€, ca d. dans Btatyy, est

F(w £ wyp, t) = el@ten) (1.59)

P(E = Ek,t) = ’Ck(t)F

Cette probabilié est aussi la probabititque le systme effectue la transition degkatq,
a I'étaty, sous l'action du champ. Avec I&sultat final de[(1.58 ), on peétrire cette
probabilie de transition sous la forme

| Prk(t) = Eg - | <dlfi(@)s > [* - [[F(w —wi, ) + Flw +wu, O] 7] (1.60)

On peut @ja tirer deux observations importantes :

1. La figure [1.1) montre le graphe de8(w =+ wy;, t)| vues comme fonctions de,
la frequence de I'ondélectromagétique incidente, pour une valeur ddixée et
pour une fequence de transitian,, positive. On voit clairement que, dans ce cas,
le facteurF'(w — wyy, t) domine largement’(w + w1y, t), dans la eégion des valeurs
physiques (valeurs positives) de On peut don&crire, poutw, > 0,

| Ps(t) = By - | < ulfi(@)lr > PIF(w — wi, )] | (1.61)

En outre, la fonction'(w — wig, t) est fortement localie au voisinage de = wyy,

la localisation devenant de plus en plus acceeatpour des valeurs decroissantes.
A la limite t — oo, on peut dire que la transition — k£ ne peut se produire que
siw = wy, exactement. C'est la fameuse condition @sanance de Bohr : De la
radiation ne peuétreémise (ou abso#ée, dans le cas;, < 0) que si sa fequence
correspond exactemeata frequence de transition.

2. Laprobabilie de transitior, _(t) est proportionnelle au c&du module de 'irggrale

< Ulia)lvr >= [ davi(a)' (@) (o) (1.62)

appeke moment de transition, pour la transition— k. Dépendant de la sy@trie
du syseéme consiére, cette inkégrale n’est gréralement non-nulle que si certaines
conditions sont remplies. Elles sont aggesdr egles de élection On verra dans les
chapitres suivants des exemples concrets de té&ltges de glection.
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t=10x}w;;
35}
30|
25!
20

t=100m/ [
120

1o0
80
60
40

-2 -1 1 o Wy g

FIG. 1.1 —Graphes des fonctions(w — wix, t) (en rouge) etF'(w + wyg, t) (en noir) en
fonction dew /wy;. Avecw positive, le rapportv /wy, est régatif pourw, < 0 correspon-
danta uneémission de photons. Dans le panneau du haastégala 10 fois la geriode
assoceea la frequence de Bohr de la transitian — ;.. Dans le panneau du basgest
égala 100 fois cette @riode.
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1.6 Exercices

1. Veérifiez que la fonction&finie par lequations|(1.5) ef (1] 6) est en effet une solution
de I'equation de Sclidinger [1.3).

2. Donnez un exemple de gste non-conservatif.
3. Veérifiez que le second membre de1.7) satisfait bieguation de Sclidinger [1.3).

4. Les fonctions propres dB peuvent toujourétre construites orthonorées, dans le
sens qu’elles satisfont

[ iV = 8

ou d;; vaut 1 sik = [ et 2£ro dans le cas contraire. En utilisant cette déenmontrez
que les coefficients, de [1.T) sont étermirés par

op = / Yo o (t = 0)dV

ou V., (t = 0) decrit I' état initial au temps = 0.

5. En utilisant [1.T), et lesésultats de I'exercice pedent, montrez que,&dme si un
syseme conservatif n'est pas dans état stationnaire, la probabilé qu’il posede
uneénergiell = Ey, F), étant une valeur propre de I'hamiltonidi, est independant
du temps.

6. Montrez que si Btat d’un systme est écrit, a un temps = ¢, donrg, par une
fonction proprep,, de I'opérateur hermitierO (assocé a une propréte physique?)
avec valeur propre,, alors

(a) la mesure d& produira la valeur propren,, avec certitude,
(b) la valeur moyenne dé est exactemer@galea oy.
Peut-on s’attendré ce que ceséasultats demeurent validasun temps # t, ?
7. (*) Soit deux oprateurs hermitiensl, B commutatifs, @ d.

[A, B] = 0.

Soita une valeur propraon-dégenéréede 4, c. & d. qu'il n’existe,a une constante
multplicative pes, qu’une seule fonctian, satisfaisant

AQOa = APq-

Montrez quep, est alors ecessairement fonction propre de
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8. (*) Montrez les identiés matematiques suivantesi( B, C' sont des oprateurs ,\
est une constante) :
() [AA, B] = A4, B),
(b) [, B] = ~[B, A],
) [A,B+C] = [A, B]+ A, (],
(d) [4, BC] = [A, B]C + BI[A, ().
9. (*) Les trois composantes du vecteur momenétique sont

A ~

L, =yp, — 2py, Ly = 2Dy — 2P, L, = Py — YDy (1.63)

En utilisant les ésultats de I'exercice gedent, et en se rappelant les relations de
commutation fondamentalep, (1.11@ndontrez la relation de commutatign (1).23) :

(L., L,) = ihL.

10. (*) en admettant les relations de commutation cycliques, [1[23){(1.2modtrez
que

ol [?=L12+L%+12



Chapitre 2
SYSTEMES MODELES SIMPLES

2.1 Particule dans une bte

2.1.1 Bate uni-dimensionelle

Potentiel

Ce syséme est dcrit par le potentiel suivant
V(iz) = 0 O<z<lL
V(z) = o0 ailleurs

Comme lillustre la figuré 2]1, ce potentiel comporte un mur &mgrable enz = 0 et

z = L. A cause de ce mur de potentiel infiniment haut, la particule ne peut pas se taouver
I'extérieur de l'intervallel = [0, L]. Sa fonction d’'onde doit&cessairement s’annulegsl
quez atteint les bornes de l'intervalle. Par cégsient, on ne doitesoudre equation de
Schibdinger que pour € I, ca.d. 'équation

<_2’i> ) _ py(a) (2.1)

dx?

avec conditions aux bornes

$(0) =0, ¥(L)=0 (2.2)

Solutions
L' équation diferentielle [(2.]l) admet comme solutioérgrale
() = Cysin(kz) + Cy cos(kx) (2.3)

29
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FiG. 2.1 —Potentiel d’'une particule dans une i@ unidimensionnelle

avec

v 2hmE (2.4)
Limposition de la premére condition aux bornes(0) = C sin(0) + Cs cos(0) = 0 im-
pliqueC, = 0, et (2.3) seé&duita

Y(x) = Cy sin(kx).
La seconde condition aux bornes, se lit alors
(L) = Cysin(kL) = 0,

ce qui implique que le produktZ est un multiple entier de, ou

K, — ”% ne N (2.5)
On a joint I'indexn a k pour sggcifier que cette quanét(un nombre d’onde)é&pend du
nombre quantique. Notons que seules des valeurs erds positives de sonta retenir,
car en changeant le signe deon ne fait que changer [ghasede la fonction d’'onde. On
note aussi que la valeur= 0 a éte exclue car elle donnerait une solution inacceptable, la

solution trivialey (z) = 0, Vx € 1.

k

Quantification de I'énergie

Rappelant la relation entieet I'énergieE, (2.4), on obtient dg (2]5) une loi de quantifica-
tion de I'énergie
=

E, =
2m 2ml?
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ou encore

n?h?

" 8mL? neN (2.6)

On voit clairement dans ce cas, que la quantification &leelfgie @coule de I'imposition
des conditions aux borngs (R.2) ou encore du caraate la fonction d’onde qui ddétre
de caré sommable.

Propri étés desetats stationnaires

On a troue dans les paragraphegpdents que les fonctions propresideassockes aux
valeurs proprey,, de (2.6), sont de la forme
. nmtx
Un(x) = C) SIH(T) (2.7)
ou n est un entier non nul. La constantg dans cette expression egtdrmirée par nor-
malisation, c.d. par la condition

/OL | () 2 de = C2 /OL sin2($)da; —1 (2.8)

On trouve alorg’, = /2, et I'expression finale de la fonction d’onde asée@i la valeur
L
propreFE, se lit donc

n(z) = \/E sin(~) (2.9)

On peut @duire de cette expression les préf@s principales suivantes des fonctions d’'onde
décrivant lesttats stationnaires de la particule dans une boite :

i. Orthogonali& et proprétes nodaled.a figure[2.2 montre le graphique des fonctions
1, et des densits de probabilé| v, |? pour les quelques premiers niveaugiergie
E,. On remarque que, en plus des points 0 etx = L, ¢, a(n — 1) zéros sit@s
en

x =, =mL/n, m=1,2,..,n—1

Ces points, 0 la fonction d’'onde et la denside probabilé sont nulles, sont appied
points nodauou simplementoeudsde la fonction d’onde. Le nombre de noeuds
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augmente quand augmente, @.d quand I'on pass& desétats de plus en plus ex-
cités. La fonction d’'onde), de I'état fondamental (si@a £ = E; = %) n'a pas
de noeuds, celle du premiétat excig, v, d’énergieE = E; = 4F;, a un point
nodal, celle du deurimeétat excié )3 a deux points nodaux, etc... La variation des
proprietes nodales des fonctions, quandn varie traduit I'orthogonal# desétats
stationnaires @&nergie diferente. En effet, onarifie aiement quei,, | ¥,,) est nul
quandm # n

L nwx MTL

/OLwn(a:)wm(x)dx:i ; sin( 7 ) sin( 7

EAL%“[W_?Wﬂ‘”“lW+?Mﬂ}“

z { T [(n T W]

'Ynfmﬂm{m+?ﬁﬂ}

L

Il
o

0

ii. Position et impulsion moyenn€mme on peut le voir sur la figufe 2.2, la deaésit
de probabilie | 1, |> assoddea toutétat stationnaire de la particule est Strigque
par rapport au point gdianz = L /2.

On anticipe donc que la valeur moyennexdsera exactemergalea L /2 dans un
tel état. En effet

L
Jo
L
= i/o sinQ(sz)xda:
- 11;/0L{1 —COS(QnZITx)}ZL‘dZL’

1 L L 2
= {/ xdx —/ cos( mm)xdx}
0 0 L

1 Q’L L 2nmx

i) s

<z >
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FiG. 2.2 —(a)Fonction d’'ondey,, et (b)densi de probabilié | v,
une particule dans une fite unidimensionnelle

1 (L? L L 1L?
- L{2_(2mr) [O*amﬁ“‘”]}:m

ce qui donne finalement

2 n=1,2,3,4, pour

L
<z >= 3 (2.10)

On \erifie aigment aussi que la valeur moyennexdela quantié de mouvement le
long dez, est nulle dans towétat stationnaire, &.d. que

< py >=0. (2.11)
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2.1.2 Bate tridimensionnelle
Potentiel etequation de Schibdinger

On consi@ére maintenant une particule se mouvant librement dansita t@imension-
nelle de la figuré 2]3. Energie potentielle de ce sgste est donge par

z

p

a
Yy
FIG. 2.3 —Baite tri-dimensionelle
V(z,y,z) = 0 O<zr<a, 0<y<b 0<z<c
V(z,y,z) = o0 ailleurs

Comme dans le cas unidimensionnelle, les murs de potentiel infirdemept la particule
de quitter la bite, et la fonction d’'onde n’est non nulle que paise trouvant l'intérieur
de la boite. Elle s’annulleé@tessairemented que I'un des murs est atteintéfjuation de
Schibdinger que I'on doit&soudre est donc

h? 92 92 P2
<_2m> {812+3y2+022}@/}($7y72) = E(z,y,2) (2.12)
et les conditions aux bornes se lisent
Y(e=0,y,2) = d(r=a,y,2) =0, (2.13)
Y(x,y=0,2) =Y(x,y =b,2) =0, (2.14)

Uv(x,y,z2=0)=1¢(z,y,z2 =c) =0. (2.15)
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Solutions

Notons que I'Hamiltonien du sy&sine est de la forme

H=H,+H,+ H., (2.16)
ou 2\ g2
N h? 0?
H=|—|— 2.18
A K2\ 02
= -] —. 2.1
N < 2m> 072 (2.19)

Une telle forme est diteéparable : I'Hamiltonien est une somme déoateurs individuels
H;, chacun ne @pendant que d’une seule variable ou éadg liberé ¢;. Cette forme traduit
le carackre independant des mouvemeniscdts par les variableg. Rappelons-nous que
la probabilie conjointe de deu&vwenements ingpendants est le produit des probaédiin-
dividuelles des deugvenements, prisspaement. On s’attend doricce que la dengtde
probabilie de pesence dans I'espace de configuration multidimensionnel soit, dans le cas
ou I'Hamiltonien est de formeé&parable, un simple produit de deiside probabilé indi-
viduelles. En fait, la formeé&parable de I'Hamiltonien permet ungparation de variables
sur la fonction d’onde elle-Bme.

Séparation de variables

Ecrivons les solutions d12) sous la forme

U(x,y, 2) = £(2)9(y)¢(2), (2.20)

d’un produit de trois facteurs : le premiér,ne cepend que de, le secondy, ne cepend
gue dey, et le dernier facteuf est une fonction de seulement.
Substituant[(2.20) danis (2]12), on obtient

I()C(2) [Hot(@)] + ()¢ (2) [H9 ()] + £(2)0(y) [HoC(2)] = BE(x)0(y)¢(2)

ou encore, en divisant les deux membres de cedf g0 (y)((2) :
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1 1 s 1.
&(x) [ng(x)] + 9(y) [Hyﬂ(y)] + RO) [HZC(Z)] =E. (2.21)

Cetteéquation demande que la somme des trois termes dans le membre de gauche soit
égalea une constante. Chacun de ces trois termeseperdiant que d’'une et une seule
variable, pour que leur somme séijalea une constante, il faut que chaque terme soit lui
méme constant. En effet, en prenant &idee des deux membres dle (2.21) par rapport

x, par exemple, on a

L ors
et [F4()]}

dz
ce qui signifie qu% [ﬁxf(x)] doit étreégalea une constante ; appellonsa, on a alors

=0

H,&(x) = E,&(x). (2.22)
De méme, on obtient

H,(y) = B,0(y), (2.23)
et

H.((2) = EL(2). (2.24)

ou E, et £, sont des constantes.

Notons que chacune désgjuations gpages que I'on vient d’obtenir, pour le mouvement
de la particule dans les trois directionsy et z, est 'équation de Sckdinger dans une
boite unidimensionelle. Ainsi| (2.22¥drit le mouvement dans la direction dedimité a
I'intervalle [0, o] ; elle doitétre &solue avec conditions aux bornes

E(x=0)=0=¢x=a), (2.25)
De méme, |(2.2B) dcrit le mouvement dans la direction demité a l'intervalle [0, b] et
doit étre Esolue avec conditions aux bornes

Wy =0)=0=1d(y=0), (2.26)
Finalement,[(2.34) &crit le mouvement en restreinta l'intervalle [0, ¢]. Elle exige les
conditions aux bornes

((z=0)=0=C((z=0¢). (2.27)

Les esultats de la sectiong@®dente peuvent dorédre utili€es directement, et donnent
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2 A\Tx A2h?
=/ Zsin(— B\ = A€ N¥, 2.28
o =2, p, = X (229)
2 . umy p2h? )
19M(y> - \/;Sln( b )a Ey,u = W € N, (2.29)
2 UTTZ V2h?
p— —_— 1 — E p— N*. 2.
Cl/(z) \/ZSHI( c )7 2,V Smc2 Ve ( 30)

En resune lesétats stationnaires de la particule dans la boite tridimensionnelle smwifisp
par trois nombres quantiques entiers strictement poshijfg,et v : Les fonctions d’onde
sont

Uaw(2,y, 2) = \/Esin(mm) sin(mbry) sin(wm), (2.31)

a C

et leursénergies sont

h2 /\2 2 2
EAW_{+“+”}. (2.32)

8m | a2 b 2

La technique deéparation de variableséthillee ci-haut, partant dé (2]20) pour aboutir
a (2.3]) et[(2.32), n’est applicable que parce que I'Hamiltonien est de fozparable.
On \érifie aigment, en utilisant (2.31), que la deiéside probabilé tridimensionnelle

| Y (z,y, 2) |* estle produit des denéis de probabilé unidimensionnelles, &, (z) |2,

| 9,(y) |* et] ¢,(2) |*, comme on l'avait antici@. On note aussi queghergie de mouve-
ment dans I'espace tridimensionnel est la sommeedesgies de mouvement dans les trois
directionsz, y et z : I'indépendance de ces trois directions, ou degte liber, implique
donc I'additivite de leuénergie.

Décgenérescence et lexe de @dgenérescence

On note que, dans le cas a bdte est un paradllepipede irégulier, c’esta-dire quen #
b # ¢, le potentiel est comptement asyg&trique, et tous les niveaux sont noggdréres :
a chaque niveat,,,, ne correspond qu’un seétat, ccrit pary,,,. (z,y, z). Par contre,
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dans le cas w le potentiel posde une syi@trie, traduite par Egali€é d’au moins deux
cotes de la bte, certains niveaux sonedererés. Par exemple, dans le cas d’'unétdo
cubique,a = b = ¢, chaque nivealr,, avec\ # p # v est sextuplementéderére, les

Six états qui y sont ass@setanty ., Yy, Yurws Yorps Youn €610, (il sont obtenus
en consiérant toutes les permutations possibles\de, v). De néme, un nivealv,,,,

ou deux des nombres quantiques., v sontégaux, est triplementadgrére, les troisetats
assoasétantyyy,, Y,an €ty Ainsi, les deux premiers niveaux d’une particule dans un
baoite cubique sont

1. Niveaufondamental E, = 30 non cBeErere, le seuktat yétant assoéiesty;q;.

8ma?’
2. Premier niveau exdtt: £, = % triplement @gerére, les troisétats yétant as-
SOCES soNt)12, Y121 €t 1.

Partant d’une bibe synetrique, par exemple la ite cubique que I'on vient de cong&icer,

unelevee de @gerérescenceles niveaux est obtenue eafdrmant la bie, car une telle

déformation eduit la synétrie du sysgtme. On distingue deux cas :

— Lewe de égererescence partielle Deux des trois @tés demeureriéigaux,a < b = c,
par exemple, et le cube devient un pa@pipedea base cage. Le niveaur; du cas
cubigue se scinde en deux niveaux :

E,=Eon > By = Fip = Ein

Le niveauE, est non-@geréré, mais le nivealE, demeure dgeréré : deuxétats y sont
assoaks, lesttatsy 1o etio;.

— Lewee de égerérescence comle: Aveca < b < ¢, le niveauFE; du cas cubique se
scinde en trois niveaux Nnoregereres :

E; = Eo11 > By = Fi9 > E3 = .

La discussion grcedente sert illustrer la relation entre la sy@trie du systme et la
degererescence des niveaux : Un degte synétrie éleve favorise plus I'apparition de
niveaux égererés qu’un faible degr de synrétrie.
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2.2 Oscillateur harmonique

2.2.1 Potentiel

Ce sysetme est un maele des vibrations métulaires, et est repseng par un potentiel du

type
— Molécule diatomique

Viz) = m;" 22, (2.33)
— Molécule polyatomique
1 2 2
Vig) = 2 Zwi q; (2.34)

Les quantiésw, dans[(2.38), et? dans [(2.3}4), sont deséiquences (ou plat, plus cor-
rectement, des pulsations) vibrationnelles d’uneéuoole, diatomique dans le premier cas,
et polyatomique dans le second cas. Dans [2.33), la variatdpesente Elongation de
la liaison entre les deux atomes A et B dans uneéruke diatomique AB, c’esi-dire

r = (R — Re,), OU R est la longueur instantée de cette liaison, &&., est sa valeur
d’équilibre. Dans le cas d’'une néadule polyatomique, le potentiegédrivant les vibrations
moléculaires ne prend la forméparable de (2.34) qu’en terme de variablesc&desy;

qui dénotent des mouvements collectifs des noyaux, et qui sontéggmebdes normaux
de vibrationsUne mokcule comptand noyaux a3N —6 modes normaux de vibrations si,
dans sa configuration @juilibre, la moécule est non-ligaire, eBN — 5 modes normaux
si la moEcule a une configuration&fjuilibre liréaire. La figuré 2]4 illustre les trois modes
normaux de la mécule d’eau

Pour comprendre la signification d’un potentiel de la forme quadratique, tel qué& donn
(2.33) eta (2.34), prenons le gradient (larivee) du potentiel par rappdatz ou ¢;. Ainsi,
dans le cas unidimensionnel, lard/ée deV/ (x) par rapporé.x donne une force de rappel

F = —kx, (2.35)
avec une constante de forcelonrée par

k= mw?. (2.36)
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f f y
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FiGc. 2.4 —Modes normaux de vibration d&é,O

On sait qu'une telle force de rappel cagite la dynamique d’'un mouvement oscilla-
toire, tel que celui d’'un ressort parfait : les vibrations émlilaires sont, dans une bonne
approximation, de tels mouvements oscillatoires autour de la configuraéqguitibre de

la mokecule. La figuré 215 illustre graphiquement comment cette approximation harmo-
nique s’obtient d'un potentiel metulaire @crivant plus exactement les vibrations d’'une
molécule diatomique dans sétatélectronique fondamental dans I'approximation de Born-
Oppenheimer (voir chapitre 5).

2.2.2 Hamiltonien

L'Hamiltonien decrivant les vibrations métulaires dans I'approximation harmonique est
donc
— Molécule diatomique

. B\ & omw?

— Molécule polyatomique

2 92 1
H=Y" { s + w?qf} (2.38)
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FiG. 2.5 —Potentiel mokculaire exact (en trait fin)@crivant les vibrations d’'une metule
diatomique, et son approximation harmonique (en trait &nc

L'Hamiltonien de [2.3B) est clairement de formeparable : c’est une somme d’Hamil-
toniens unidimensionnels, chacun negpdndant que d’'un seul mogecomme variable,

et decrivant ce mode commetant un ressort, ou oscillateur harmonique de masse uni-
taire (m = 1) et de féquencey;. Par conéquent, uneé&paration des variableg est pos-
sible, eduisant lequation de Sckdinger in&épendante du temps 8V — 6 (ou3N — 5)
équations du ame type que celle d’un oscillateur harmonique unidimensionnel. Il suffit
donc de esoudre quation de Sckidinger unidimensionnelle

R\ d? mw?
() i+ "5 o) = Boto) (2:39)
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2.2.3 Oscillateur unidimensionnel : Solutions
Quantification de I'énergie

On trouve que[(2.39) ne pasde de solutions normables §ules valeurs deéhergie quan-
tifiée selon la loi simple suivante :

1
E,=(v+ §)hw,7) e N. (2.40)

Les niveaux cenergie de I'oscillateur sont dogquidistants, et le premier niveau se siue
hw/2 du fond du potentiel. Ce niveau fondamental est epfsaliveau £rode I'oscillateur.
Chaque nivealr, est non-égerére et la fonction propre ass@a est de la forme

Yy(z) = NvHv(Q/%x) exp{—g—;xz}, (2.41)

ou N, est une constante de normalisationf&f(¢) est un poly@me, appe& polyrome
d’Hermite, de la variabl€ . Le tablead 2]1 donne I'expression explicite des premiers po-
lyndmes d’Hermite.

Ho(f) = 1

Hl(f) = 2

H2(§) = 452_2

H3() = 8§ —12¢

Hy(&) = 16£* — 4862+ 12
Hs(&) = 32€° —160€3 + 120¢

TaB. 2.1 —Expression des premiers pofmes d’'Hermite.

La figure[2.6 montre le graphique des prénes fonctions),(x) ainsi que celui de leurs
densiés de probabilé de pésencd ¢, (z) |2. On note les rames structures nodales que
celles des fonctions propres d’'une particule dans urite hmidimensionnelle. Dans la
limite des tés grandes valeurs de la distribution de probabilt se rapproche de plus en
plus de celle grdite par la recanique classique, dans laquelle, I'oscillaté@side pour la
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majeure partie du temps au voisinage des points de rebroussegfiarg gar I'intersection
du potentiell’(z) avec le niveau E. Cette tendance est illessk la figurd 2.7.

i1 i
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FIG. 2.6 —Les premiers niveaux éhergie de l'oscillateur unidimensionel avec (a) leur
fonction propre assoék, (b) la distribution de probabitde pésence assoee.

Opérateurs de cteation et d’annihliation

On peut @montrer les @sultatsénon@&s ci-haut par une approcldegante utilisant des
opérateurs s@ciaux non hermitiens construagartir dez, p, selon:

Q= x4 Pa (2.42)
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FiG. 2.7 —Distribution de probabilié de pesence assoeea v = 30 d’'un oscillateur har-

monique unidimensionel

s satisfonta la relation de commutation simple suivant (voir peohk 8(c) ) :

0, 1 R

2h ¢ V. 2mhwpm

[a,a'] =1

(2.43)

(2.44)

et I'on peutécrire 'HamiltonienH de eq ) sous la forme (voir preiohe 8(d) )

- 1
H = hw(ata + 3)

(2.45)

On voit donc que, @me si les oprateursi’, a ne sont pas hermitiens, donc ils ne peuvent

pas repésenter une grandeur physique (observable), leur produit,
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N =ala (2.46)

est hermitien, et repsente un observable. |l est agpeferateur danombre d’excitations

ou dequanta vibrationnels, et kquation[(2.62fvoque &ja, mais au niveau d’'d@ateurs,

la relation entre Bnergie vibrationelle et ce nombre de quanta,[eq.(2.40) (qui eeste
demontrer). Notonsa cette fin, que touétat propre deV, qu’on designera pat), (que
I'on supposera norée) est Bcessairemerétat propre ded

Nipy = vih, <= Hip, = hw(v + ;)wv

Trouver la quantification dé/ (de I'energie) c’est donc trouver celle d& On doit donc
examiner quelles valeurs peut prendrgans léquation pgcedente.

On note d’abord que

vo= <N, >
= [ devi@yatav,
= [ de(av.yav,
= [ dofav)P
donc que

v >0 (2.47)

En fait on peut @rifier que la plus petite valeur que peut prendeest0, correspondara
uneénergie (valeur propre d&) de hw/2, car une fonction propre dg avec cette valeur
propre existe et est doéa par (prol#me 8(a))

o(r) ox exp (—T;—;;ﬁ) Hl/fo = h;% (2.48)

Il restea montrer que les autres valeurs propredidsont entiers. Pour ce faire, notons que
(voir probleme 8(b)) R
N (') = (a'yh)

ce qui montre qué’y, est fonction propre dé&/ avec valeur propré. Plus gréralement,

N(a'y,) = (v +1)(a'4,)
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ce qui veut dire que, si 'on connai&jh la fonction propre), de N, alors, en laissant
operera’ dessus, on obtient une fonction propre’davec valeur propre+ 1. L'opérateur
a' créeun quantum vibrationel de plus quand il agit suratat avea quanta. C’est pour
cette raison qu’on I'appellepérateur de création. De méme,

N(ay,) = a'a(a,)

_P

Q> D

—+

| =
[S4

>

[a, a")ay,

> >
Q>

| |
—~ > N~ D
@ >
P2
>
| < =
[S4
|
§@>|
< @
£ &
N—

v — 1)ay,

Donc .
N<dz/)v) = (U - 1)(5“%)

ce qui veut dire que, en laissant agir l@pteura sury,, on obtient une fonction propre de
N avec valeur propre — 1. L'opérateura enleveun quantum vibrationel quand il agit sur
un état ave@ quanta. Pour cette raison, on I'appedlgerateur d’annihilation .

On voit donc que ne peut pagtre autre chose qu’un nombre entier, car s'il exist@ta
1, avecv compris entré) et 1, par exemple, alors en laissant agisur,,, on obtiendrait
un état propre deV avec une valeur propreégative, ce qui contradirait e-47) Ceci
acheve la @monstration de la loi de quantification dérlergie donéea I'équation[(2.40).

On connait @ja la forme explicite de la fonction d’onde dettat fondamentalA une
constante de normalisationgs, elle est dorée par Iéquation @8) Toujoura une
constante de normalisationgs, les autres fonctions propres de H (et de N), sont
obtenues en laissant agif sur v, v fois de suite. Pouitre pécis, compte tenu de la
normalisation deg,, on doit utiliser

i (2) = VoI T (2) (2.49)
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Donc

by = ﬁ(fﬂ)v% (2.51)

On \érifiera ainsi que leg, (z) ainsi gerérées ont la forme fxifiee par eq.(2.41).

Spectroscopie vibrationnelle

Le moment dipolaire d’'une metule diatomique dans s@tatélectronique fondamental
est gereralement une fonction analytique de la distance integaiie 2. On peut donc la
développer, ené&rie de Taylor, sous la forme

() = o + (R~ R (Re) + (R~ Ry (R) 4 o 2R~ R)E(R) +

(2.52)
ou o = pu(R.) ety ,u”,..uk(R.) sont les prendire, seconde etégéralement kéme
déerivées de 'amplitude dg par rapporg R, toutesévallees enr,.
Si toutes ces &fivees sont nulles, c’est dire que le moment dipolaire permanent est une
constante par rappogtR, alors

< w|i(R)|V" >= €uy < v|v" >= EUgdy

et aucune transition vibrationnelle ne serait possible, car, seldn e{.(1.60) du chapitre 1,
P,_.(t) = 0 dans ce cas, et ce pour toute pdirev’ # v). On ne peut donc avoir une
spectroscopie vibrationnelle que si la alle diatomique poésle un moment dipolaire
permanent qui varie de fagcon non-triviale au cours des vibrations.

Trés souvent, lagsie [2.52) est domie par le terme ligaire en: = (R— R,) etle moment

de transition gouvernant le spectre vibrationnel puieskiita

<v|g(R)|v' > = e (R.) <v|[(R— RV >= ey (R,) < v|z|v) >
o & (Re) (V0 + 160051 + V00 y1) (2.53)

(voir probleme 8 pour la @monstration de cesultat), d'al la regle de élection :

Av=1v —v=4=%1 (2.54)

bien connue en spectroscopie vibrationnelle.
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2.2.4 Oscillateur multidimensionnel ;: Solutions

Pour un oscillateur multidimensionnekctit par [(2.3B) et maglisant les: modes normaux
d’'une mokcule polyatomique, on obtient, &grla €paration de variables mentica
précedemment

— Quantification de Energie

1
E{v} = Z(Ul + i)hwi, v; € N,VZ = 1, 27 3, e, N (255)

7

— Fonction propre

V(@) = N TTHa (520 exp{— o g?: (2.56)

— Regles de slection:
Il suffit de remplacer le @veloppement de ef].(2]52) par

fi(qi) = €[p(0) + Z qitti(0) + ; > > @i (0) + -] (2.57)

ou 41;(0), 11;5(0)... sont des drivees deu par rapporta ¢;, ¢; €t ¢;, toutesévalleesa la
géonetrie déquilibre de la macule. Eq[(2.58) seéagéralise en

<o|g(R)V > = gz,ui(O) < V1, Vg, g g |0, VG, 0 >

x *Zm ) (Vo t T + Voib1)  (258)

et les egles de &lection pour le cas de modes sont

Av;, ==+1,i=1,2,..n (2.59)




CHAPITRE 2. SYSTEMES MODELES SIMPLES 49

A titre d’exemple, consiérons la madcule SO, dans I'approximation harmonique. Les
trois modes normaux de cette raolle sont

— mode de valence sy&trique,.; = 1151,4 ecm_q,

— mode de éformation,y, = 517,7 cm_q,

— mode de valence asygtrique,vs = 1361,8 cm_;.

Le tableali 22 compare lesglictions teoriques du spectre vibrationnel de cetteé&cale
avec les observations edpmentales. On note que I'approximation harmonique donne une
image fort fickle des vibrations de cette neglule. On note aussi que les inteasides
bandes du spectre confirment Egle de &lection [2.5p), @& d. la dominance du terme
linéaire dans le&veloppement dg(q;).
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vy | va | v3 | (AE/hc) obsenees| Intensié | (AE/hc) prédites
0/0]|O0 - - -
1/0]0 11514 565 11514
0/1|0 517,7 455 517,7
0|01 1361,8 1000 1361,8
0[3]|0 1535,0 0,1 1553,1
1/1]0 1665,1 0,1 1669,1
0|11 1875,6 6,0 1879,5
2|00 2295,9 55 2302,8
101 2499,6 20,0 2513,2
0] 0] 2 2715,5 0,2 2723,6
2110 2808,3 0,8 2820,5
1111 3011,3 0,02 3030,9
3|/0/|0 3431,2 0,01 3454,2

TAB. 2.2 —Transitions obse®es dans le spectre vibrationnel d&,, compages aux
prédictions tleoriques bases sur I'approximation harmonique. Les inteésitles transi-
tions sont relatives la transition(000) — (001), qui est normalige arbitrairemeng 1000
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2.3 EXxercices

Particules dans une bite

1. Montrez que< p, >= 0 dans toutétat stationnaire de la particule dans une boite
unidimensionnelle.

2. Montrez que

exp(ikz)
VL

est une fonction propre de I'@pateurp,. Quelle en est la valeur propre ?evifiez
que cette fonction propre est bien ndrensur la boite = [0, L].

3. On peut é-&crire ¢,,(z), (2.10) sous la forme

1 {exp(ik‘nx) exp(—ik, ) } .

W =TE\TVE VI

En utilisant les esultats de I'exercice piedent, @terminez la probabilé que I'im-
pulsion,p,, de la particule pépat€e dans tat,, vaut i) —hk,, i) +hk,, i) une
valeur quelconque autre quehk,,.

Pouvez-vous expliquer I@sultat< p, >= 0 sur la base de vos observations ?

4. Soit une particule dans une te unidimensionnellé@, L]. On supposera que cette
particule est pepae au temps = 0 dans |'etat norné suivant :

4 3 1
U(z,0) = V10 {4¢1($) - 4¢3($)}

() = ﬁ sin (<)

est la fonction propre norére deH assockea la valeur propreE, = n2h2/8mL?.

ou

(a) En céduire I'expression de la fonction&tat W (x, t) & un temps > 0.

(b) Déterminez la probabilé de trouver, au temps t, la particule pégant
— uneénergieE = F,
— uneénergieE = FEj3,

une impulsiorp, = +7h/L,

une impulsiorp, = —3wh/L
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5. Enthéorie cirétique des gaz, une mole d’un gaz parfait est uresystdeV, mokecules
consicerees comme des particules @mendantes, se mouvant liborement dans une
baoite cubique de@té L.

(a) Ecrivez I'Hamiltonien de ce sysing]

(b) Quelles sont, en uritde £, = h?/8mL?, I'énergie de letat fondamental et
celle du premiegtat excié du systme ? Donnez la&grérescence respective
de chacun de ces niveaux.

(c) Ecrivez la fonction d’onde&trivant I'etat fondamental de ce sgste.

6. Une particule de masse est contraintea se mouvoir dans une tie carrée de 6té
L.

(a) Construisez un diagramme de niveau&rkrgie pour ce sy8ine, montrant tous
les niveaux cBnergie inérieurea £ = 13(h?/8mL?). Indiquez la @gerérescence
respective de chaque niveau.

La badte bidimensionnelle caée peutétre utilisee dans un maxe simple de la
chlorophylle, un systme de 2@lectronsr conjugles dans un plan.

(b) Ecrivez I'Hamiltonien @crivant ce sysime en traitant les 28lectronsr comme
des particules inédpendantes se mouvant dans lateo

(c) Esquissez toutes legarations de variables que I'on doit effectuer poacdre
lesétats stationnaires de la chlorophylle dans ce &led

Oscillateur harmonique

7. Par une certaine technique d’excitation au laser, onlegpéparer, au temps = 0,
la molecule HC'l dans I'état vibrationnel norré suivant :

W(w,0) = = {vnla) — (o)}

ou ¢, (z),v = 0,1,2,... sont des fonctions propres noees de I'Hamiltonier de
I équation [(2.3]7).
(a) En déduire l'état vibrationnel de la mélcule¥(z, ) & un temps > 0.

(b) Déterminez la probabilé que la madcule ainsi peparee possde, au temps t
— uneénergie vibrationnelle dé3/2)hw,
— uneénergie vibrationnelle dé5/2)hw.

(c) Calculez la valeur moyenne dettiergie vibrationnelle de la metulea un
tempst > 0.

lutilisez les symboles de sommatidn et de produif .
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8. On consi@re dans ce prolime un oscillateur harmonique unidimensionnéfirmi
par I"équation [(2.3]7).
(a) Veérifiez que
mw
Yo(x) = exp (——=—27) (2.60)
2h
est la fonction propre dé/ assocéea I état fondamental de I'oscillateur.

(b) En utilisant la cfinition des oprateurs d’annihilation et de &ation a,al,

eqs[(2.4R )j(2.43), et en vous rappelant que= (%/i)d/dx, montrez que

Yy = a1, est une fonction propre dé avec valeur proprefiw /2.
(c) Démontrez la relation de commutation suivante :

[a,a] =1 (2.61)

(d) Démontrez la relation suivante :
- 1
H = hw(ata + 3) (2.62)

(e) Verifiez quey,  aly (¢ aéte cefinie ci haut) est fonction propre dé avec
valeur proprebhiw /2.

(f) En employant les propgies qu’on vient de citer des épteursa, af, (2.49),
(2.50) et[(2.6]1) incluant leuré&finition, [2.42) et[(2.43), &montrez, pour tout

état stationnaire), de I'oscillateur harmonique, le€sultats suivants :
L <z>=0,
. <p,>=0,
ji. <a?>= %(v +3),
iv. <p?>=mhw(v+ 1),
V. < By >=< Epoy >= 1By
(g) Démontrez la relation suivantedgle de &lection) :

[ h
< v|x|vl >=gdes< wv|$|¢v’ >= %( VU + 16v’,v+1 + \/Bév’,v—l) (263)

9. La fonction suivante, appe¢ fonction de Morse, est souvent uéiBscomme un
mockle plus Ealiste du potentiel&gissant les mouvements reaites de mdacules
diatomiques :

U(z) = D(1 — e 77)? (2.64)
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ouz = (R — R.) et D, est 'énergie de dissociation de la néalule. Ceveloppez

la fonctionU (x) en $rie de Taylor au voisinage de = 0 pour obtenir, au second
ordre, un potentiel dcrivant un oscillateur harmonique. Comment la constante de
force, donc la fequence de I'oscillateur sont-elles fedis aux paragtresD, et de

(2.64)7

Pour HCI, D, = 7,31 x 10719 J et = 1,82 x 10'° m~!. Calculez la constante de
force de rappel de1CI.



Chapitre 3
SYSTEMES HYDROG ENOIDES

On consi@ére dans ce chapitre la quantification d’'un eps¢ grérique comportant deux
corps (particules) en interaction mutuelle et se mouvant dans I'espace tridimensionnelle.
On dcemontrera dans un premier temps que, sidpasation des variables dynamiques
décrivant individuellement chacun des deux corps est impossible, par contre, le mouve-
ment d’ensemble du sysnhe (celui du centre de masse) et le mouvement interne, dit encore
mouvement relatif, soneparables. En outre, si le potentiel est centro&yique, le mou-
vement interne peut encore secomposer en un mouvement de rotation et un mouvement
radial. La quantification du mouvement rotationnel est intimemeréealcelle du moment
cinetique. Le chapitre offre une preéné introductiora la notion de moments angulaires

en meécanique quantique.

3.1 Sysémesadeux corps: mouvements du centre de masse
et mouvements relatifs

Nous nous irgresserons ick la mecanique d’'un systme comportant deux particules : il
s’agit du noyau, de mass¥d et de charge-Ze, et unélectron de masse:.. et de charge
—e, dans le cas de I'atome hydragdde. Il peut aussi s'agir de deux particules (qu’'on
déesignera N et e, sans signifier que ce soient un noyau éteatron) rigidement redies
ensemble et effectuant un mouvemnt de rotation pur (rotateur rigide). Le type dmsyst
qui nous concerne dans ce chapitre est da@awitlpar 'Hamiltonien suivant :

55
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3.1.1 Hamiltonien

I -
H = N4 Fe 7, —
Wi + 2m6 + V(Te RN)
h* _, h* _, ~
S v 7. — Ry), 3.1

7, et Ry &tant les vecteurs de position des deux particulesN, respectivement. Le po-
tentiel V (7, — Z?N) dépend des deux vecteutset Ry specifiquement travers la distance
|7 — ]-?N\. Un tel potentiel est centrosyatrique. Dans le cas de I'atome hydeogide, il
est cefini par

. Ze?
V(7 — Ry) = — S (3.2)
(4me,) | 7o — Ry |

en uniés S.l¢, étant la permittivié du vide.
Dans le cas du rotateur rigide, le potentiel est

- { 0 |f.—Ry|=d (33)

V(7 — Ry) = L
(Fe = F) 0o |7, — Byl #4d

3.1.2 Referentiel du centre de masse

Les mouvements des deux particules sontadesrcar les deux corps interagissaiitavers
le potentielV (7, — Ry ). On ne peut donc pas effectuer ur@paration de variables entre
7, et Ry . Par contre, uneéparation de variables est possible entre la coorgeuin centre
de masse

5 _ Moo+ MEy (3.4)

et la coordonae relative de Blectron par rapport au noyau



CHAPITRE 3. SYSTEMES HYDROGENOIDES 57

o = 7o — Ry. (3.5)

La disposition de ces nouveaux vecteurs de positiéfind dans le sygétme du centre de
masse, par rapport aux anciens vecteurs de positefimisidans le sygéme du laboratoire,
estillusteea la figurg 3.11.

Trel
&1

Reowm

(]

Fic. 3.1 —Réferentiel du centre de masse

En utilisant les relationsg (3.4) €t (8.5), et les lois de transformations correspondantes des
impulsions, qui sont dor&es par (prol@me 1a)
— Impulsion du centre de masse

- h= h = = -
PCM = ;VCM = ;(VE + VN) = Pe + PN, (36)

— Impulsion relative

Mﬁe - meﬁN (3 7)
me + M '

Prel =

)
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on obtienta partir de[(3.]), (proime 1b)

o P Py 3.9)
2Mtot 2/,L rel
ou
Mot = me + M (3.9)
est la masse totale du sgste, et
meM
=_° 3.10
T (3.10)

est sa mass&duite.

3.1.3 Sparation entre le mouvement du centre de
masse et le mouvement relatif

On voit clairement que, dans |éféerentiel du centre de masse, I'Hamiltonighest mis
sous une formeéparable, caf (3 8) peuterire

| H=Hew + Hya, (3.11)
avec
2 Pg’]bf
= =4 3.12
CM 2Mtot’ ( )
et
. P2,
H,, = e 7o) 3.13
=g + V(Foul) (3.13)

En termes des coordoéesﬁCM et .., la fonction d’onde écrivant unétat stationnaire
du sysémea deux corps est donc un produit de fonctions d’onde individuelles, I'une pour
le mouvement du centre de masse, l'autre pour le mouvement relatif
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wtot(éCMu Frel) = nCN[(ECM)wrel<Frel)a (314)
et I'énergie de cettat est la somme démergies de mouvement respectives.

Eiot = Ecm + Ereh (315)
avec
Honmeon(Ronr) = Eonmon(Row), (3.16)
et
[j[relwrel(f'rel) - E’/’el,lvz)rel(f;“el)- (317)

L'Hamiltonien H,; apparaissant dalG@é cefini plus haut ;2)?elcrit le mouve-

ment du centre de masse, ou le mouvement translationnel d’ensemble de I'atome. Ce mou-
vement est celui d’'une particule de magdsg; dans une boite tridimensionnelle de volume
infini. Les fonctions propres et valeurs propres pour ce mouvegiant @éja obtenues au
chapitre pecedent, on se limitera I’étude de Equation épagée pour le mouvement relatif,

ou mouvement interng, (3.17). Comme aucune confusion ne serait plus pasgibier de

la section suivante, nous laisserons tomber, pour simplifier les notations, la mehgon

indice inferieur.

3.2 Mouvement interne

3.2.1 Hamiltonien en coordoni@es polaires
Potentiel centrosynétrique géenéral

Avec H,., donré par ), Equation de Sckidinger pour le mouvement relati17),
est

{-5v+vin o) = B, 319

Dans les cas psents, 0 le potentielV () est centrosym@trique, c’'est-a-dire qu’il ne
dépend que de la longueur du vecteur positibret non de son orientation,équation
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(3.18), telle quécrite, en coordorges caésiennes, n'est pagparable ; en effet, en coor-
donrees ca#ésiennes, la longueur deest

| 7= /2?2 + y? + 22

et le potentiel/ n’est pas 8parable en trois composantes chacuneapeddant que d’'une
seule des trois variables y et z. L'Hamiltonien n’est donc pas de formémarable. Ce-
pendant, lequation de Sclkdinger [(3.1B) estéparable en coordoges polaires &finies
par

coordonnéees polaires

r=|7|=x?+y? + 22, 0<r<oo (3.19)

z
0 = arccos <\/m> , 0<o6<r (3.20)
© = arctan (y) , 0<ep<2r (3.21)

xZ

z
0
r )
. ¢

FiG. 3.2 —Définition des coordorges polaires:, 6 et ¢

car, dans ce sysine de coordor&es, illusté a la figure 3.2, le potentiel neégend que
d’'une des trois variables polaires, le rayanl est independant des deux anglést ¢.
On montre, agrs un long et fastidieuxaveloppement maématique, que I'Hamiltonien
H prend la forme suivante en coord@ms polaires :
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V() (3.22)

ou

. h21 0 0
h=_ 2 (22 .
" 2072 Or (T 87’) (3.23)

est I'operateurénergie cigtique pour le mouvement radial d&lectron par rapport au
noyau, etl.? est 'operateur assoeiau caré du vecteur moment citique (voir chapitral).
En coordonges polaires, cet @pateur fcrit

i 19 0 1o
L2 — _ 32 ; pE——— .
g Lmeaa (Smeae> * Sin298<p2] (3:24)

Rotateur rigide

Dans ce casg; est fixe, correspondarit

. 0 r=~R,
I, =0, Vir) { oo r# R,
L'Hamiltonien se eduit alorsa
. 12 )
Hy = —: I = uR? (3.25)

21’

3.2.2 Constantes du mouvement
Energie et moment cirétique

On note que.? est un ograteur diferentiel par rapport aux anglégt seulement. Il com-
mute donc avec tout @pateur ne épendant que de la variable radiajelont I'operateur?;.
et le potentielV/ (1) dans I'expression dé&, (3.22). CEtait aussi ce fait qui nous a permis
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d’écrire le terme central dans cette expression, le terme contenant le produitatatiéop
L? avec I'oferateurl /r2, sans peter une attention particélie a 'ordre d’apparition de
ces deux ofrateurs. Par cogguent,.2 commute aved. On a &ja vu (chapitre 1) que
L? commute avec n’'importe quelle composahtedu vecteur moment cétique. En coor-
donrees polaires, la composarite prend la forme particulirement simple suivante :

L,= ho (3.26)
i B

On \érifie alors quel., commute aussi avell, étant un oprateur diferentiel par rapport
a l'angley seulement.
En résung, on a

ECOC d’'un systeme centrosynétrique
[H,L*] =0, (3.27)
[H,L.] =0, (3.28)
et
(L2, L.] =0. (3.29)

Le syséme admet donc deux constantes du mouvemarga¢t l'eénergie ) ;.2 ou encore la
longueur du vecteur moment éjtiuqueﬁ, et une de ses composantessigree ici arbitrai-
rement commeétant la composantg,. Les oggrateurs, L2, L, forment donc I'ensemble
d’observables commutatifs (ECOC) du sysie. Notons bien que seule une composante de
L peutétre sggcifiee simultadment avec BnergieF et la longueut L |. Ceci cecoule du

fait que les trois composantes fiene sont pas mutuellement commutatives.

3.2.3 Moment angulaire quantique
Définition
Le moment cuethueL est un exemple de moment angulaire. Un moment angulaire est un

triplet d’opeérateurs/,, J et J, satisfaisant aux relations de commutation suivantes, dites
relations de commutatlon cycliques :
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relations de commutation cycliques
[Ty, J,] = ihJ., (3.30)
[y, J.] = ihJ,, (3.31)
(., Ju] = ik, (3.32)

Quantification

On peut montrer, de facon toatfait gerérale, que

1. lopérateur.j? = J2 + J2 + J2 commute avec n'importe quelle composadte J,

ou J,

2. les vecteurs propres communs.ffeet de.J,, « = z, y ou z, (on prend @réralement
a = z), sont sgcifiés par deux nombres quantiqyestm, j pouvantétre entier ou
demi-entier, mais est toujours positif,retvarie par pas entier de;j jusqua+j.

3. les valeurs propres d& sont gouveraes parj

(J); =4+ DA%,

tandis que celles dé sont gouveraes parn

(J.)m = mh.

(3.33)

(3.34)

Il est important de noter que cessultats écoulent strictement et rigoureusement des rela-
tions de commutation cycliques (3]30)-(3.32), c’astire qu’elle peuvent seddhontrer de

facon purement afgprique.

Moment cinétique

Dans le cas du moment dtiqueL, dont les composantes sont degigteurs diférentielles
par rapport aux angleset p, et dont les fonctions propre6, ) doivent satisfairé une

condition de griodicite du type

f(0790+27r) = f(9>gp)>

(3.35)
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on montre que le nombre quantiquedoit &tre entier {n € Z), et le nombre quantiqug
appeé commuement plutdt, est ilecessairement entier. Les fonctions propres communes
a L? et L, sont appedesharmoniques spleriques; on les noteY;™ (6, ). Elles sont de la

forme gerérale suivante :

Y (0, ¢) = N™ PI™ (cos §)e™,

(3.36)

ou P,‘m‘(cos 6) est une fonction $riale decos # connue en ma#matique sous le nom de
'fonction assod@e de Legendre’. On trouve au tabl¢au 3.1 I'expression explicite de cette
fonction pour les prendires valeurs dé Le tableau 3]2 donne I'expression des prenes

harmoniques sg@riquesy;” (0, v).
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TAB. 3.1 —Les preméres fonctions assames de Legendrdans toutes les expressions

monteesr = cosf

Par ckfinition, Y, est une fonction propre commune féet L,, avec valeur propré(l +

1)h? etmh respectivement :

harmoniques spteriques
L2Y™(0,9) = 1L+ DAY (60, )

L.Y™(0, ) = mhY;™ (0, ¢)

leN

meZ|ml|<l

(3.37)

(3.38)
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Y9 (0,¢) = 7=

YP(0,¢) = /& cos b

Y0, p) = \/gsm Gew
Y10, 0) = \/grsm fe

Y20, ¢) = /1o=(3cos® § — 1)
Y30, ¢) = (/22 sin 6 cos fe’®
Y, 10, 0) = \/ESIHQCOS fe= '
Y20, ) = \/gsm fe'?
Y52(6, ) = /2 sin® fe= %

TAB. 3.2 —Expression explicite des preenés harmoniques sphiques

Spin

Il existe des moments angulaires qui, contrairendghtle moment cigtique orbital, n’ont

pas dequivalent classique. Le spin en est un exemple. Dans ce cas, aucune contrainte due
a une condition de griodicitt normale n’est @cessaire, et on peut avgirdemi-entier.
Chaque particule a un spin avec un nombre quantjgfiee, que I'on @signe pars ou

I plutdt. L électron, par exemple, a un spin= 1/2. Il ne peut donc@tre que dans l'un

ou l'autre des deuxtats de spiny,,,, suivants (il n’est pasacessaire de mentionner le
nombre quantique dans letat de spin, ce nombgtant fixé) :

—ms=+1/2 Wi = o

—my=-1/2 wp=0

Etats de spinélectronique

1

3
(5 + DhPwiy = thwﬂ:lﬂ (3.39)

N | —

&2
S W+1/2 =

A 1
S.wii/y = i§hwi1/2 (3.40)
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3.2.4 Sparation des variables en coordon@es polaires
Rotateur rigide

Dans ce cas, commeest fixe a R, et I’HamiltqnienHmt, eq.), ne @pend que des
angles(f, ¢), étant directement proportionnalL?. En d'autres termes, les harmoniques
splreriquesy;™ sont directement fonctions propres He,; :

oo L2 I+ Dh (3.41)
HrotYE —EYE —72] Yi . .

L’ énergie du rotateur rigideefergie rotationnelle d’'une nmégule diatomique) est donc
quantifée selon la loi

h
a=10+1g; a=2+1 1N (3.42)

La degerérescence; = 2/ + 1 de chaque niveay provient de<! + 1 valeurs possibles de
m, pour unl fixé. L'énergie du sysime ne épend que détandis que legtats stationnaires
dépendent den, en plus dd. Donc, une valeur de cetémergie¢; correspond plusieurs
états distincts.

On montrea partir des propétés des harmoniques spiques, que le spectre rotationnel
pur est egi par la egle de &lection

Al = +£1.
Le probEme 3a la fin de ce chapitre propose une exploration de la descript@mritue
des spectres ro-vibrationnels d’'une &mile diatomique.
Atome hydrogéndde

Dans le cas pluséyéral d'un systme centrosygtrique quelconque, dont celui de I'atome
hydroggendde, les considrations des constantes de mouvements de la sectoadente
suggerent que I'orécrive les fonctions propres dé sous la forme suivante

Y(r,0,0) = R(r)Y;"(0,¢). (3.43)
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SubstituantS) danséijuation de Scldinger, ), avec I'Hamiltonied exprimé
en coordon@es polaires seloh (3]22), on obtient @ugiation pour le facteur radial(r) :

{T, + W +V(r)}R(r) = ER(r) (3.44)

2pur?

Dans le cas®V (r) est le potentiel de Coulomlj, (3.2), cetguation radiale ne donne lieu
a une solutiom?(r) normable, @.d. qui ne diverge pas ail’origine nia l'infini, que pour
des valeurs de é&nergie epondant la loi de quantification suivante

1 pZ%t1
(4meg)? 2h% n?

E,=— n € N* (3.45)

Le nombre quantique est appd&t nombre quantique principaPour une valeur dor@e de

ce nombre, il existe plusieurs solutions pour la foncti®f) selon la valeur du nombre
quantiquel. D'ou l'identification des solutions d¢ (3144) par la pafre!); on les note
R,.(r). Ce sont des fonction€elles de la variable ; Elles posgdent toutes la structure
gérérale d’'un produit d’'une exponentiell@ctoissante par un polpme de degrn — [,
appeé polyrome de Laguerre.

Les preméres fonctionsk,,;(r) sont don@es au table.3. Leur expression contient un
parangtre constant qui a la dimension d’'une longueur :

h2
ag = 4dmeg—;. (3.46)
e

Cette constante est appetayon de Bohet vaut 0.5292.
On trouve aussi que le nombre quantidst soumis la condition

[<n-—1,

ce nombre quantique est appabmbre quantique azimutdle nombre quantique:, qui
varie, rappelons-le, del a +I par valeurs enéires, porte le nom deombre quantique
magretique
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Rug(r) = (£)"" 2e- (/)

Raolr) = (£)"" 5152 = Z2)e- @i

Rafr) = (£)"" glgeerteram

Rao(r) = ((TZO>3/2 ﬁ(fi _ 47? 4 %)6_(27"/3@0)
Ran(r) = (%)3/2ﬁ(% I %)e—(Zr/&lo)
Ra(r) = (£)"" s g e #7120

TAB. 3.3 —Premeres fonctions d’onde radiales de I'atome hydradde

3.3 Proprietes des solutions

3.3.1 Recapitulation

En resung, lesétats stationnaires de I'atome hydeogide sont spcifies par trois nombres

guantiques» € N*,1 = 0,1,2,.n—letm = —I,—1+1,....,1 — 1,+I. Cesétats sont
déecrits par
— fonctions d’onde
Tﬁnlm(ﬂ 07 @) - Rnl<r)}/lm(97 Qp) (347)
— énergies
Z2
E,=—-—Ry (3.48)
n
avec
1 pet
Ry = —
Y (4meg)? 2h2

définissant laconstante de Rydberg
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— Dégerérescence des niveaux éhergie
A chaque nivealk,, correspondy, = 3,(20 + 1) = n? états diferents, distingéss par
la valeur d€ et dem.

3.3.2 Orbitales atomiques

Les fonctionsy,;,,(r, 0, ) sont appeédesorbitales de I'atome. On adopte la convention

de nomenclature suivante de ces orbitales (notation spectroscopique) : chaque orbitale est
caracérise par la valeur du nombre quantigueaccompagee par une lettre minuscule
relieea la valeur du nombre quantique azimutala valeur du nombre quantique est
finalement spcifiee en indice. On a ainsi :

Yum(r, 0, p) = orbitalen(lettre),, (3.49)

L'association d'une lettra 'orbitale selon la valeur deest cfinie au tableal 3.4.

valeur del | nom de l'orbitale
0 S
1 p
2 d
3 f
1 g
>4 ordre alphabtique

TAB. 3.4 —Convention de nomenclature des orbitales atomiques

Par exemple, Btati,, ., est appe? orbitale2p,, I'étatisy, I'orbitale 3d,, etc. Sur le
diagramme de la figufe 3.3 on montre explicitemenétass distincts assdes aux premiers
niveaux dénergie de I'atomén < 4). La notation spectroscopique que I'on vient é#iir
y était utilisce.

3.3.3 Equations aux valeurs propres

orbitales complexes),;»

Les fonctions ou orbitales,,;,,,(r, 8, v) sont fonctions propres de

1. I'Hamiltonien H :
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E(Ry) Continuum d’ionisation

0.0 L

116 + 4s, 4p, 4d, 4f
/9 T 3s, 3p, 3d
U4+ 28, 2p

-1 -+ 1s

FIG. 3.3 —Premiers niveaux @nergie de I'atome d’hydrame.
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[:[zpnlm(r, 0,0) = Enthpm(r, 0, 0) (3.50)

2. l'opérateurl? :
Eanlm(r, 0,0) = (1 + 1) (r, 0, ) (3.51)

3. l'opérateurL, :
Ltnim(r, 0, 0) = mhibnim (1,6, ¢) (3.52)

Notons que toute orbitale,,;,,.(r, 0, p) avecm # 0 est complexe. Ce caraere complexe
provient de la partie angulaiié™ (6, ) de I'orbitale (voir {3.36)). Notons aussi que

¢nlm(rv 97 90)* = @Dnlfm(n 97 (10)

orbitales reelles

Il est frequent de remplacer les fonctions complexgs, (7, 6, ¢) par des fonctionséelles

obtenues en combinant &airementy),,;,,,(r, 6, ) et v, (r, 0, p), pour en extraire les
parties eelles etimaginaires. C’est ainsi que I'on obtient, par exemple, des orb#aléssr
(normées)2p, = v2Re(2py1) €t2p, = V2Im(2py1)

1
20, = ﬁ@pﬂ +2p_1) = V2Ryu(r).P}(cosh).cosp

Z
x exp(—2a7;).r. sin 6. cos
As

x . exp(—%) (3.53)

1 .
2p, = 7(2]9“ —2p_1) = V2Ry(r).Pl(cos).sin g
12
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A
x exp(—i).r. sin 6. sin
0

x y.exp(—ﬁ) (3.54)

2&0

Ces fonctions continueitétre de bonnes fonctions propresidest deL2. On a ainsi :

ﬁ[Re<wnlm)] = ;(ﬁwnlm + Hwnlfm>

1
- §(En¢nlm + En¢nl—m)

= By (Wt + i) = BulRe(Win) (355)

1
5
- ;(z(z + D)2 pim + 1L+ D)

= (I + 1D)R*[Re(tnim)] (3.56)

i2 [Re<wnlm)] == ZA—JZQ/}nlm + ianlfm)

Cependant elles ne sont plus des fonctions proprds, cdpar exemple :

~ 1 - ~
Lz[Re(wnlm)] = 5(L2¢nlm+sznl—m)

i+ (D))
# Const.[Re(Vnim)] (3.57)

L'avantage que m@sente leur utilisationéside dans le fait qu’elles sont plus facilas
repesenter graphiquement, et aussi dans leur eedirectionnel pluévident. La derrére
ligne de [(3.5B) montre en effet que la fonction qui y exfirle se comporte comme la fonc-
tion x fois une fonction de syatrie splerique ; d'al la notatior2p,. De méme, la fonction
de (3.54) se comporte comme le produit;davec une fonction de sy&trie splerique ;
d’ou la notatior2p,,. Pour les némes raisons, on appelle aussi la fonctipf orbitale2p..

3.3.4 Spin-orbitales

On peut inclure le spin deélectron dans la description de la structéftectronique de
I'atome. Si on traite le spin comme un dégte liberé additionnel — dedr de liberé qui
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n'a pas d’analogue classique — alors, I'absence de terme d’interaction entre les degr
liberté classiques (positions dans I'espaéelle) et le spin, interaction apgetouplage
spin-orbite dans I'Hamiltonien tel que &fini auparavent] (3}1), implique que I'on peut
ecrire la fonction d’onde totale, spin inclu, sous la forme de produit

77bnlmms = 'lvbnlm (T, 07 Sp)wms . (358)

Aux nombres quantiques [, m s’ajoute alors le nombre quantique de spin= +1/2, et
chaque nivea, devient2n? fois degerere.

Les fonctionsy,..m, sont appedesspin-orbitales: on parle ainsi de spin-orbitaldsa,

1s43, 2p.a, 2p. 3, etc. La notion de spin-orbitale est surtout importante dans la discussion
de la structur@lectronique des sy&mnesa plusieurslectrons.

3.3.5 Repesentations graphiques des orbitales
Propri étés nodales

De I'expression grérale des fonctiong,,(r) et Pllml(cos ¢), on trouve que

— la partie radialeR,;(r) a(n — [ — 1) noeuds. Elle contribue dor{ie — | — 1) surfaces
nodales spériquesa 'orbitale v, (1, 6, ).

- la fonctionPl'm'(cos ) a(l—|m]) noeud. La partie angulairé;™ (6, ¢) contribue
donc(l — | m |) surfaces nodales coniqua$orbitale,,,,(r, 8, ¢).

En tout, I'orbitale,,,,(r, 0, ¢) (de valeur complexe) a dori@ — | m | — 1) surfaces

nodales.

Consicerons deux exemples :

1. l'orbitale 2p, = 2p, = 1919 N'a qu’une seule surface nodale, figlire| 3.4. C'est le
plan xy, une surface nodale conique contéibypar la fonction?} ; la fonction Ry,
n’ayant aucun noeud.

2. l'orbitale 4d, = 14 a trois surfaces nodales : une surface nodalérsgie et deux
surfaces nodales coniques. La disposition de ces surfaces nodalesestti€lk a

la figure[ 3.5
La disposition des surfaces nodales coniques dans une orhjtale, ¢, ) est bien efletee

dans la repsentation dite 'polaire’ de sa partie anguldif&' (cos 6) . La figur illustre
cette repsentation polaire pour un nombre d’orbitales.

Notons qu'erd = 0, T, Pl‘ml(cos #) s'annule pour certaines pairélsm). Ces valeurs exémes de)
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X
FIG. 3.4 —Propriéte nodale de l'orbitale2p,
z
+ +
+ +
+ + X
+ +

FIG. 3.5 —Propriéte nodale de l'orbitaleld,,

(0 > 6 < 7) ne repesentent pas des surfaces nodales.
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Distributions radiales

La partie radialeR,,;(r) peutétre visualige directement sur un graphique, comme ilkistr
a la figure[3.7. Il est cependant plus utile de coerid la quanté r>R2,(r), car elle
repiesente une denéide probabili de pésence radiale, c’esk-dire quer? R?,(r)dr est

la probabilie que Ielectron se trouva une distance du noyauguel que soit I'orientation
de son vecteur de positioren effet, on erifie facilement que

27 T
r2RZl(r)dT = T2dr/ dgp/ dOsin 0 | Y (r, 6, ) |2, (3.59)
0 0

c'esta-dire quer?R?,(r)dr est la densé de probabilié de pésence tridimensionnelle
Yum(r,0, ) |? intégiee (somnde) sur toutes les valeurs possibles des anketsy. La
figure[3.T montre aussi cette deisile probabilié radiale pour un nombre de valeursrde
etl.

Cartes de densié

Il existe deux modes de reggentation graphique congpé de la distribution de probabdit
électronique :
— Courbes d’'isodengit: On trace, dans un plan choisi, @seau de contours sur lesquels la
densit totale| ,,.,,(r, 0, ) |* garde une valeur constante déenLa figuré 3]8 illustre
ce pro@cé pour les orbitale8p., 3d.., 3d,2_,2 et3d,,.
— Cartes de dengt style photographique : La derssdans uretat done y est repgsenée
par la dens#é de points clairs sur un fond fomcrappelant 'impact photonique sur une
plaque sensible. On peut appeler ce mode, mode photographique. L& figure 3.9 en donne
deux exemples de cette régentation, et montre la carte de demsians les orbitales
2p., et3p. de I'atome d’hydrogne.
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3.4 EXxercices

1. (@) Inversezles relation@A)@.S) pourexprirﬁ’grﬁN entermes d&.;, Bou,
puis en utilisant la egle de diférentiation en chime, cemontrez les relations

@B.8).
(b) En substituant.6), dans [8.1)), vérifiez le gsultat doné en 3.8).
2. Verifiez que\/%eimg" est fonction propre dé, = %%. Montrez qu’elle ne sastisfait
a la condition de priodicité (3.35) que sin € Z.
3. Dans I'approximation de Born-Oppenheimer, le mouvement interne des noyaux dans
une moécule diatomique A-B esédrit par I'Hamiltonien relatif

~

L2
2uR?
ou U(R) est le potentiel effectif dans wetat électronique don@. Dans |état fon-
damental des diatomiques stablé§R) atteint un minimuma la distance inter-

nuckeaire dequilibre R, de la moécule. 1l est alors d'usage de re&xenter]flnud de
eq.[3.60) sous la forme approeh :

Hpua = Tr + U(R) + (3.60)

f{nucl ~ f{mb(R> + [:Irot (361)
ou

N A 1

Hy(R) = Tgr+ §k(R — R,)? (3.62)
. 12
Hrot(ea (b) = ﬁ (363)
02U

I = uR? (3.65)

(a) Montrez que, sous cette forme appreehl’Hamiltonien,,,; conduita une
equation de Sclidinger €parable.

(b) En rappelant la loi de quantification dedhergie d’'un oscillateur harmonique
et celle d'un moment cetique, @duisez que €nergie des mouvements reaikes
est quantifee selon une loi de la forme suivante :

E ( +1)h +J(J+1)h2
= —_ l/ —_
wl =Wy o7

Quelle est la égerérescence de chaque niveAy ; ?

veN,JeN (3.66)
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(c) En admettant lesagles de slection
Av==+1AJ=+1

montrez que le spectre d’absorption ro-vibrationnelle de laégoole consiste
en une bande avec deux branches;rites par

branche RAJ = +1) Vobs = V+2B(J+1),Je N (3.67)
branche P(AJ = —1) Vops = vV —2BJ,Je N (3.68)

ol B = h/(87%I). Montrez que les raies dans chacune des branches R et P sont
equidistantes. La position centrale de la bande est transparente (ne comporte
pas de raie d’absorption). Expliquez ce fait.
(d) Le spectre ro-vibrationnelle d&3°C! consiste en une bande cesgreny,,,; =
2885.9 cm ™", avec des raies presgéguidistantes, &ares pardv ~ 20.5 cm .
A partir de ces donees, @terminez la constante de forgeet la longueur de
liaison d’équilibre, k., pour cette ma@cule. Qu’arriverait-il au spectre si I'on
faisait la substitution isotopiqu& — D sur la mokcule ?
4. On cEfinit R ) X
Ly = (Lo +iL,)/V2
L= (ffx - Z[A/y)/\/é
(a) Les oferateursL. sont-ils hermitiques ? Justifiez votreponse.
(b) Montrez quel., satisfont aux relations de commutation suivantes :

(L., Ly) = +hls

(L% Li] =0
[Ly,L_]=hL.
(c) Montrez que le produif., L_ peutétre exprine sous la forme
A B )
L.L_= 5[L2 — L2+ KL,

et qu’il est hermitique.
(d) Soit ¥, ,, une fontion propre de.? et de L, de nombres quantiqueg, m).
En utilisant les relations de commutationgoedentes, montrez que. ¥, ,,, est

aussi recessairement fonction propre deémes oprateurs, et que les valeurs
propres assoées correspondent aux nombres quantiques + 1).
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5. (a) Montrez que2p, et 2p, sont toujours des fonctions propres dleet L2, mais
ne sont pas fonctions propres de. Déterminez la probabilé de trouver a)
L. = +h, b) L, = —h dans cetétat. Quelle serait la valeur moyenne de
dans ceétat ?

(b) Montrez que2p, se comporte comme f(r), ou f(r) est une fonction de la
variable radialer seulement.

(c) La combinaison ligaire (2s + 2pz)/\/_ 2 définit une orbitale hybridep. Mon-
trez qu’elle est fonction propre de et del,, mais pas dd.2. Déterminez la
probabilité de trouverf L |= 0 dans ceétat.

(d) Supposons qu’'un atome d’hydeageétait prépaté dans urétat cecrit par (1s+
2p0)/Vv/2 au temps = 0. Ecrivez la fonction d’onde de I'atoneun temps >
0. Déterminez la probabilé de trouver 'atome au tempsavec a)E = — Ry,
b) E = —Ry/9,¢)| L | =0, d) L, = +h. Calculez la valeur moyenne d&
| L | etL, au temps t.

6. Dans les questions suivantes, on utiliserait la fonction de distribution radfdte, (r)
pour calculer les valeurs moyennes de préf@s ne épendant que de la variable ra-
diale r. On aura besoin de la formule suivante

oo n!
n _—pAr _ :
/o re Pldr = Gt

(a) Montrez que la valeur moyenrer > vaut a)3/2a, dans l'etatls, b) 6a, dans
I' état 2s.

(b) Calculez< r > dans lesttats2p, et 3s. \erifiez que votre&sultat suit bien la
formule gerérale suivante :

T >p= %[?mz —I(l+1)].

(c) Calculez< V(r) > dans l&tat1s, ou V(r) est le potentiel de Coulomb de
I'eq[3.2. \erifiez que cette valeur moyenneldg-) vaut2e;, = —2Ry. (Utilisez
I'eq. pour exprimer le potentiél’ (r) en coordonges relatives).

(d) Calculez< V/(r) > dans urétatyy quelconque. ®frifiez la relation @rérale
suivante

<V(r)>=2< E>=2E,.
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Cette relation implique que < 7' > + < V >= 0 dans toutetat stationnaire
de I'atome,T" étant I'energie cietique de |Electron. Ce ésultat s’appelle le
théoreme du viriel.
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[T 1 L _T1_ _-'l El D —Taz m—Tam | ]
W ¢ -al &z’ aal masm’
d, d, 4y

()
¢

1 1 1 1 1 1 1 1
2 1.5 1 o.x o o.= 1 1.5 2

1 1 1 1 1 1 1 1
= 1.1 1 (=N B | o.= 1 L.= 2

1 1 1 1 1 1 1 1
= 1.1 L .7 0 o.= L 1.5 2

FIG. 3.6 —repésentation polaire de la partie angulaire pour une orbitale du typenpa)
bynfo, cnfii, dndy, €) orbitalend. , f) orbitale nd..o



CHAPITRE 3. SYSTEMES HYDROGENOIDES 81

i
1s 0.5
1.5 0.4
0.2
1
0.t
0.5
0.1
r r
H + 3 § 1o £ 4 £ & 1o
3 0.1
5
v 0.0
u.i []3
0.1 0.o0d
0.0k
"\..ﬁl"f ' 15 in is5 0 r ﬂ/\
1i
T

0.0 3 0.1
0.0 P

: 0no0g
n.ng 00E
n.ong

0. 3d L
008
.02
0. 06
0.0z
T
.01 0o
r r
£ Le 15 &0 &5 b § 10 15 &0 &5 %0

FiG. 3.7 —Repesentation graphique de la fonction d'onde radiale dans les orbitades
3s, 3p, 3d : A gauche, on trouve le graphes de la partie radi&lg, eta droite, ceux de la
distribution radialer? R2,.
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(d)

FiG. 3.8 —Courbes d’isodengitpour quelques orbitales de I'atome d’hydéog : a) orbi-
tale 2p., b) orbitale 3d.., c) orbitale3d,_,, d) orbitale3d,,,
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(a)

(b)

Fic. 3.9 — Cartes ’'photographiques’ de la densittotale dans :

b)l'orbitale 3p, de 'atome d’hydrogne.

83

a) l'orbitale2p.,



Chapitre 4

SYSTEMES A PLUSIEURS
ELECTRONS

Dans ce chapitre, on congictra un systme greriquea plusieurs£lectrons. Ce systne
peutétre un atome ou une namule @i les mouvements nuEhires sont ign@s, c’esta-
dire que les noyaux sont fig. Certaines propiées gererales caraétrisent ce genre de
sysemes et ne &ébendent que de leur carad multi€lectronique. Que I'on parle d'un
atome ou d’'une meélculea plusieur£lectrons, on fait face en effet auxemes prol#mes :
l'inséparabilie intrineeque de®lectrons qui interagisseattravers des forces dépulsion
coulombienne, et la syatrie permutationnelle quitoule de I'indiscernabiitde<lectrons.
Le chapitre ébute avec un expégle ces prokimes et de leu@solutionétablissant ainsi
les principes greraux gouvernant la description des sysés mulgélectroniques. On se
specialisera ensuita la discussion de la structugdectronique des atomes en utilisant ces
principes.

4.1 Modele destlectrons incependants

4.1.1 Hamiltonien

L'opérateur Hamiltonien d’un sy&te atomique ou metulairean électrons est

2

(4.1)

2y ( Z}+zz

ey (47e,) | 75 — T

84
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ou
Z 2
Vie(i) = — < (4.2)
(4me,) | 7 — Ry |
dans le cas d’'un atome, et
. N Zae2
Vie(T5) = — Z (4.3)

a=1 (47760) ’ Fz - Ea |’

dans le cas d'un sy@te moéculairea N noyaux.

On notea I'examen de[(4]1), que sans le dernier terme, quéssprte I'interaction coulom-
bienne entre lesdlectrons, 'Hamiltonien serait de forméparable. L'existence de cette in-
teraction entre leslectrons rend laasolution de equation de Sckidinger considrablement
plus difficile.

Dans une approximation dite approximation ééectrons inépendants, on part de lée
gue chaquetlectron sent la @sence des autrédectronsa travers un potentiel effectif
moyen qui tendh réduire les forces d’attraction néclire ; on dit alors que le potentiel
d'attraction nuckaireV,,. estécrané. Onécrit alors I’'Hamiltonien exact d¢ (4.1) sous la
forme

H=Hy+ 6V ~ M, (4.4)
avec

N n hQ . .

H() = Z {—2m VZQ + Vne<ri) + %ff(?“l)} , (45)
i=1 e
2
oV = — Vers (7 4.6
v Z[Z(@reoﬂﬁ—fﬂ fo(r)] (4.6)
% j#i J

ou V. ss(7;) estle potentiel effectif mentio@ci-haut. C’est un potentiel mor@ectronique,
étant don@ que le potentiel d&pulsion coulombienne inté&lectronique agjaétt moyeng

sur la distribution des — 1 électrons autres queglectron en consgtation (le ieme). La
construction dé/ s depend du niveau d’approximation auquel on effectue cette moyenne
dans le traitement du syshe multi€lectronique. Plus le termésidueldV est faible, plus
I'approximation deslectrons in@pendants consié est bonne. Il n’existe donc pas une
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approximation ou un made desélectrons inépendants unique. Le prede qu’on vient
d’esquisser dfinit plutdt une classe de metks de€lectrons indpendants.

4.1.2 Orbitales et spin-orbitales atomiques

Dans un un moéle destlectrons inépendants, I’'Hamiltonieglectroniquettant mis ap-
proximativement sous une formégarable,[(4]5), ses fonctions propres peuvent approxi-
mativementetre mises sous la forme de produits de fonctions d’'onde &leotmoniques

©i(7)

w(Fl,FQ,Fg,....Fn) ~ Hgﬁl(f;), (47)

chacune d’elles satisfaisant uaguation aux valeurs proprespaee

h(7)pi(7) = eipi(7), (4.8)
ou
A n? _, ~ .
h(?“z) = {—2m Vz + Vne(Ti) + %ff(ﬁ)} , (49)

etI'energie totale (la valeur propre assmeilel]) sera la somme déergies individuelles
€ -

E~Y e (4.10)

Les fonctions d’onde mor@ectroniques; (7;) sont appedesorbitales atomiques ou mékcu-
laires selon le cas, et les valeurs proprade h sont appeétesenergies orbitalaires Sil'on
joint & I'orbitale ¢;(7;) une fonction de spim(i) ou 3(i) pour le i€meélectron, alors on

obtient unespin-orbitale, ¢;(7;)a(i) par exemple. Il est important de bien distinguer les
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orbitales, qui est une fonction d’onde pour un et un seulélestrons du systne, de la
fonction d’onde de I'atome ou de la néaule en entier, qui est un produit derbitales ou
spin-orbitales.

La forme analytique et les proptes des orbitalesapendent bien entendu de la nature du
modele deslectrons inépendants fifique retenu.

Exemples

1. Le mockle delectrons inépendants le plus simple consiateegliger compktement
la répulsionélectronique, soit de poser

Vers(ri) = 0.

Dans ce cas, les orbitales atomiques seront simplement les fonctions d’onde hy-
drogénddesy,,;,,, du chapitre pecdent (avec charge nigdire Ze).

2. Modele de 'effetécran : Au moins dans le cas d’'un atome, on peut tenter de prendre
a la lettre I'idée d’'un potentiel d’attraction nuéhire V,,. €crang, et 'exprimer en
remplagant la charge nuéhire +Ze par une charge effective Z.; re avec

Zeff:Z—U,

ou —oe est la charge &gative décran totale contrib&e par tous leglectrons autres
gue celui en cons@tation. Dans ce cas

(Z — 0)e?

Vae(7i) + Vepp (i) = =——————=—,
(73) + Ve (73) Treolr, — Fon]

et les orbitales atomiques seront les fonctions d’onde hysrddesy,,;,,, du chapitre
précedent mais aveZ rempla@ parZ,;;.

Plusieurs auteurs avaient proppsles egles empiriques powtablir o. Un exemple
d’un tel ensemble detgles, appées Bgles de Slater, est doae au tableafi 4]1.

3. Modele de Hartree :Dans ce modle, onécrit la fonction d’'ondex N électrons sous
la forme d’un produit d’orbitales, comma I'équation [(4.]7). Le potentiel effectif
est alors I'interaction de Coulomb entreglectron en consieration, (le i€me par
exemple), et les autrédectrons, chacun, (legme par exemplegtant affeat par la
distribution de probabilié céfinie par I'orbitaley;(7;) correspondante. Donc

2
. 3 _ €
Vers(75) = 3 [ a5l ) _

J#i

= > Ji() (4.11)

471'60’7”1' — Ty i
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nombre quantique principal | nombre quantiqué | contribution
de l'orbitale de blindage de I'eélectron-test ac
n' >n [<n-1 0
n=n=1 [=0 0,30
n=n>1 [<n-1 0,35
n=n-—1 [=0,1 0,85
n=n-1 n—1>101>1 1,00
n<n-—1 [<n-1 1,00

TaB. 4.1 —Regles de Slater powgtablir la contribution de chaquélectron occuppant une
orbitalen’,l’, a la charge décrano vue par urélectron dans une sous-couche de nombres
quantiquess, [

L'opérateur multiplicatif

2
N o . e
J;(73) = /dgrj|90j(7“j)|2 (4.12)

Ameo|r; — 7]

est apped "intégrale de Coulomb”. lly en a unfj pour chaqueelectron autre que le
i-eme.

Comme les orbitales;;) sont inconnues en partant, et le potentiel effetfif;,
qui définit I'Hamiltonien monélectroniquefz(z‘) dont elles sont fonctions propres, en
dépenda son tour, il est clair que ces orbitales ne peuvetné obtenues que par la
résolutionitérative de I'equation [(4.B).

4.2 Principe de Pauli

4.2.1 Synetrie permutationnelle

On peut aiément \erifier que I'Hamiltonien de[(4]1) est invariant dans la permutation,
c.a.d. dans Echange de deux indicétectroniques dorées, 1 et 2 par exemple. En intro-
duisant I'ogerateur de permutatioR;, défini par

Pif(1,2,3,...,n) = f(2,1,3,...,n), (4.13)
on peut exprimer cette propte de synétrie de I’'Hamiltonien par
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PuHY(1,2,3,...) = HPyip(1,2,3,..) (4.14)
ou encore, puisque dans cett&quation est arbitraire,

[plg,[:[]:f?12[:[—lf[ﬁ12:0. (415)

Ceci signifie que les fonctions propres Hepeuventtre construites fonctions propres de
Py, aussi. En d’autres termes, elles sont d’un caracbien étermiré par rapporé cette
operation de syratrie, la permutatio;,. Cette conclusion tient pour toute permutatiap

de pairg(i, j) d’indicesélectroniques. En fait, elle est vraie pour n'importe quel@yst de
particules identiques, indiscernables, dont I'indiscern&sié traduit grcigment par I'in-
variance de I'Hamiltonien dans ce genre cBogtion de syratrie. On constate maintenant
que

(P;)? =1, (4.16)

ce qui implique qud%-j ne peut avoir que deux valeurs propres, soit +1 et -1. Paeqoiesit
les fonctions d’onde @crivant lesttats stationnaires d’un sgshe de particules identiques
ne peuvengétre que syratriqgues (paires) ou antisyatriques (impaires) par rapport aux
permutations’%j. Lequel de ces deux caraces de symtrie s’appliquex un systme donig
déepend de la nature des particules identiques constituant canmyset est diét par le
principe de Pauli.

4.2.2 Principe de Paulienone@ genéral

Selon le principe de Pauli,

[¢)

la fonction d’'onde d’'un sysime den particules identiqgues de spin(nombre quantiqu

azimutal de spin) doiétre

— symeétrique par rapport toute permutation de paire d’indicés;j) des particules, si
est un entiefs = 0,1,2...). Dans ce cas, on dit que les particules en question sont des
bosons

— antisymétrique par rapport toute permutation de paire d’indices;) des particules
si s est un demi-entiers(= 1/2,3/2,5/2...). Dans ce cas, on dit que les particules en
guestion sont defermions.
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4.2.3 Determinants de Slater

Lesélectronsttant des fermionss(= 1/2), le principe de Pauli demande que la fonction
d’ondeélectronique soit sygtrique par rapport aux permutatioﬁg-. D’autre part, on a

vu que dans un made deselectrons indpendants, la fonction d’onddectronique serait

un produit du type re@seng en [4.7). Une telle forme produit n’est malheureusement pas
antisynetrique. Par exemple, si I'on congie I'atome d’Helium traie dans le moéle des
électrons inédpendants le plus simple, celui obtenu en posapt = 0, alors sonétat
fondamental correspondéaun produit du type

1s(1)wm, (1)15(2)wn (2) (4.17)

ol w,,, est une fonction de spin et, = +1/2 ou —1/2. On a donc quatre fonctions
pouvant @crire I'état fondamnental du syshe, avant I'imposition du principe de Pauli :

$1(1,2) = 1s(1)a(1)1s(2)a(2) (4.18)
¢2(1,2) = 1s(1)a(1)15(2)3(2) (4.19)
¢3(1,2) = 1s(1)B(1)1s(2)a(2) (4.20)
¢a(1,2) = 1s(1)B(1)1s(2)5(2) (4.21)
On vérifie aigment que
Prati(1,2) = 61(1,2) (4.22)
Prata(1,2) = 64(1,2) (4.23)

c’esta-dire quep; et ¢, sont synétriques par rappot la permutation des dewtectrons,
tandis que

Pragn(1,2) = 65(1,2) Prag3(1,2) = 65(1,2) (4.24)

c’esta-dire queP;, échange les deux fonctions et¢;. Elles ne sont pas fonctions propres

de cet oprateur de permutation. Aucune des quatre fonctions ne se conforme donc au
principe de Pauli. On note cependant que ces fonctions correspanteememe valeur
d’énergie
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EO ~ 2618 = —8Ry, (425)

(e1s = —4Ry, carZ = 2), et toute combinaison lerire de ces quatre fonctions serait
aussi fonction propre dé/ avec la néme valeur propre, dans laéme approximation.
Parmi toutes les combinaisonséaires possibles des, une seule satisfait au principe de
Pauli; elle se lit

1/10(1, 2) = C {¢2(17 2) - ¢3(17 2)}
C{1ls(1)a(1)1s(2)5(2) — 1s(1)5(1)1s(2)a(2) }, (4.26)

C étant une constante de normalisation qui V@ut= 1/+/2. La fonction antisyratrique
que I'on vient de éfinir, (4.26), peut se mettre sous la forme d’@tetminant

I | 1s(Da(1) 1s(1)B(1)
oll2)= 75| 152)a(2) 152)5(2) | (4.27)

appeé déterminant de Slater. On note que la fonction n’est plus un simple produit; ce-
pendant, dué 'orthogonalié des spin- orbitales qui y figurent, la deésite probabili

de pesence des dellectrons continua étre decrite par un simple produit des degsit
individuelles| 1s |2

[ %o(1,2) =] 1s(1) | 15(2) |* (4.28)

Ceci n’est malheureusement vrai que dans ce cas particuliesaleuélectrons ont leur
spin oppoés. Dans le cas de deux spins paial, la densi de probabili de pésence des
deuxélectrons doit acessairemeritre differente de celle de dewtectrons indpendants,
(voir la section suivante sur le principe d’exclusion, et le peal 4 de la&rie d’exer-

cices, sectiof 4]6). La constructiorepedente se gréralisea n'importe quektat station-

naire d’un systme multélectronique quelconque, traidlans I'approximation deédectrons

indépendants : En partant d’'un produit de la forme[de (4.7)

¢@z&”m:ﬁm@, (4.29)
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ou lesn;(i) sont desspin-orbitalesdu syséme (1;(i) = ;(7;)wm, (7)), on obtient une
fonction d’onde antisymtrique norn@e en construisant leeterminant de Slater suivant

m(1) m(1) ns(1) -+ ma(1)

. m(2) m(2) n3(2) N (2)
¢A(1,2,3,....n):ﬁ 771{3) 772{3) 773@) %_(3) = | (1)na(2)ns5(3) - - - |

mn) m) mn) ()

(4.30
Chaque colonne de ceetérminant correspond unespin-orbitale chaque rangea un
electron (une indicélectronique). Le produit des termes figurant sur la diagonale principale
du ceterminant est @ciement le produit de&bart, [(4.2P). Par le &me raisonnement que
celui utilise ci-haut pour Etat fondamental de He,éfat repesengé par ce éterminant
est de l@meénergie que Btat decrit par [4.2P). Le principe de Pauli dicte I'emploi de la
fonction d’onde antisyi@trique(1,2,3,...n), a la place du produit d9).

4.2.4 Principe d’exclusion

Une congquence de la formeéterminantale de la fonction d’ondg, (4.30), est le principe
d’exclusion : Si deux colonnes dietérminant de[ (4.29), c’est-dire si deux spin- orbi-
tales, sont identiques, alors la fonction d’onde est nulle partout. On obtient alors la solution
triviale de I'equation de Sclkidinger qui &note une situation non physique, que I'on doit
écarter. Par co@gjuent, on pewnoncer que :

Principe d’exclusion

dans tout mockle deselectrons independants deuxélectrons ne peuvent ja-
maisétre cecrits par (ne peuvent jamais occupper) |&mme spin-orbitale ou
une orbitale donée ne peut pastre occuge par plus que delwdectrons.

Il est important de souligner que ce principe d’exclusion estamllaire du principe de
Pauli, et iln’est applicable que dans le cadre d’'un nétel deslectrons inépendantsEn

effet, la forme @terminantale de la fonction d’onde n’est obtenue que dans un tel cadre, et
est une corequence du fait que ledectrons sont des fermions.

Répulsion de Pauli : Il existe une forme plus @érale du principe d’exclusion. Elle
découle directement du caract antisyratrique de la fonction d’'onde d’'un sgshe de

N électrons,
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U (Fowm, (2), Tiwm, (1), Fiwm, (1)...) = =V (Fwm, (1), Fawm, (2), Tiwm, (1)...)  (4.31)
qui implique que la fonction d’onde est nulle dans le casg_ (2) = w,,, (1) ety = 7.
On peut don@&noncer

Deuxélectrons (fermions) de@&me spin ne peuvent jamais se trouver @ma
endroit.

Cet énoné& est touta fait geréral; il ne cepend pas de I'approximation désectrons
indépendants. Il implique que, @me si les deuklectronsétaient in@épendants I'un de
l'autre, ils tenden& séviter, et leur mouvement apparait 'cel@’. Cette epulsion de deux
fermions inc&pendants de @me spin est strictement un effet du principe de Pauli; on peut
I'appeler, pour cette raisorgpulsion de Pauli. Elle s’@re sans qu’aucune force n’est mise
a contribution, sans qu’aucun travail soit effectiDans le cas d’'un sy&@hea plusieurs
électrons, fermions chageg interagissard travers des forces de Coulomb, épulsion de
Pauli tentea favoriser des configurations avec un nombre maximal de spins gesall
car I'eloignement de ces spins abais@mérgie deé&pulsion coulombienne et stabilise le
syséme. Cette tendance esisunee par une desgles appélesregles de Hund qu’on
verra en @tail a la section 4]4.

4.2.5 Methode de Hartree-Fock (SCF-HF)
De Hartree a Hartree-Fock : opérateur d’échange

On a vu que le magle desélectrons inédpendants de Hartree suppose que la fonction
d’onde du systmea N électrons est un produit d’orbitales qui sont fonctions propres d’'un
Hamiltonien monélectroniqueh avec un potentiel effectiV.;, donre par ). Quand
I'on remplace ce produit (dit "produit de Hartree”) par sa forme antislyisee, c’esta-
dire le ceterminant de Slatép; o(1)p23(2)ps3a(3) - - - |, Vesr prend une forme un peu plus
compligLee :

Verg(7) = 3 |[;(7%) = K ()| (4.32)

j#i

ou, en plus de I'oprateur multiplicatifjj déja cefini a I'equation 2), on voit apparaitre
un operateumon-multiplicatif appeé opérateur d’ échange et cesigre f(j. Il est c&fini,
via son action sur une orbitalg, par la relation suivante

62

47reo|r7 — 7 i

A

Kigi(r) = [ @7 (7)eilr?) (7 (4.33)
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Notez bien quef(j transforme l'orbitalep; en une autre orbitale, 8pifiquementy;. Celle-

ci est multiplee par une quanétqui ressemblétrangemena une integrale de Coulomb,
sauf que le potentiel d'interaction de Coulorety|r’ — 7| entre les deuklectrons est
moyenré non pas sur la distribution de probal&@ldu seconelectron dans I'orbitale

il réside (;), mais sur une densitde transitiony’y;. Il esta noter aussi que ce terme
d’échange n’existe que si les fonctions de spin accompagnant les orbitates; dans le
déterminant de Slatep, «(1)¢25(2)psa(3) - - - | sontidentiques (donc si les deg@bectrons
sont dans le imeétat de spin).

Equation de Hartree-Fock

L’Hamiltonien monalectronique

h = <_ 27” ) V2 + Voe(P) + ) [jjm-) - Kj(m} = F[{¢w}] (4.34)

e j#i

est encore appebpérateur de Fock et est @sigre . Comme on I'avait indiga explici-
tementa la fin de [(4.3]4), cet agateur @pend de I'ensemble des orbitalgs de sorte que
I'equation aux valeurs propre&finissant ces orbitales

Fl{er}ei = eipi (4.35)

appeke equation de Hartree-Fock, ne peiite ©solue que par une @thode iérative :

on construit?’ en employant, dans un premier temps, des orbitales- 4,020) devirees
d’une certaine facon, par exemple en employant le&teodimple de I'effet cBcran; I'in-
dice sug@rieur (0) désigne une prerare approximation, dite’ordre "zéro”. On resoud

' équation ) avec cB[{4\”1] et obtient des nouvelles orbitales = ¢\" eténergies
orbitalairesE,(j). On reconstrui#” en utilisant ces nouvelles orbitales, quidisd’ordre un

On repete le processus pour obtenir des orbitalesretrgies orbitalaires diteBordre 2,
d’ordre 3, ainsi de suite, jusga’ ce qu'une convergence satisfaisante est obtenue. Cette
méthode iérative est appék méthode du champ auto-cokrent de Hartree-Fock ou
méthode SCF-HF (pouself-Consistent Field Hartree-Fo@n anglais). Cette éthode est
gérérale. Elle peuétre utilie pour les orbitales matulaires aussi bien que les orbitales
atomiques.

Si I'équation de Hartree-Fock (4]35) egsolue exactement, on atteindrait une description
limite, appeéelimite de Hartree-Fock. On ne peut pasépasser cette limite (c’estdire
obtenir de meilleursasultats) sans sortir du cadre des &led de€lectrons inépendants.
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4.3 Atomes polelectroniques

4.3.1 Configurationélectronique destlements
Orbitales atomiques

Dans le cas des atomes testdans un maze desélectrons inédpendants, que ce soit
le mockle de I'effetecran ou un des mogles plus exacts, tel que celui &fent dans la
méthode SCF-HF, le potentiel effectif pour chadglectron reste de syélrie splerique.
Cela signifie que, dans tous les cas, Ieerateursh 12,1, pour chaquelectron sont com-
mutatifs (ils forment un ECOC pour cétectron), et Ies orbitales atomiques seront iden-
tifiées par les @me nombres quantiqués, [, m) que celles d’un atome hydrégdde. On
peut ainsi continued parler d’orbitales, p, d, f, etc.

La principale diference avec le cas de I'atome hydeadde est le fait que Energie des
orbitales dans un aton#eplusieur£lectrons épend non seulement du nombre quantique
principaln, mais aussi du nombre quantique azimutal

Energies orbitalaires

Dans de#tudes, au niveau SCF-HF, de la variation &lesrgies orbitalaires avec le nam
atomiqueZ, on a troue d'abord que, enagle grérale, pour une valeur doéa den, ¢,;
croit avec/. Comme les niveaux deviennent de plus en plus denses au &umetsure
quen crait, a partir den = 3, on voit apparaitre certaines intrications dans la disposition
des sous-couchémergetiques en fonction d&. On trouve notamment que, sehergie
des orbitaless et p décrdt de facon monotone avek, celle des orbitaled et f subit
des variations plus complexes quaridaugmente, croisant les courbes Egamtatives de

I’ énergie des orbitaleset p des couches s@pieures. Sans pouvoirgtendregtre un outil

de pgdiction quantitative, le made simple de I'effet dcran s’est aé fort utile pour la
rationalisation de plusieurs de ces observations :

1. pour unn donre, les orbitalesip sont moins profondes eenergie que I'orbitale
ns car unélectron dans l'orbitalep voit une charge nuéhire plusecranée qu’un
électron dans l'orbitales ; ce dernier (l€lectronns) a une probabilé plus grande de
s’approcher du noyau, tandis que cette proba@bdit bien plus faible dans I'orbitale
np, dont le plan nodal contient certainement le noyau.

2. I"énergie d’'une orbitaled demeurea peu pes constante dans une gamme de va-
leurs deZ (Z < 10 pour 3d), durant le remplissage des sous-coucheariatires.
Ceci s’explique par le fait que I'orbitaled peretre encore moins les couches in-
ternes proches du noyau et éfectron, s'il s’y trouve, verra le noyau fortement



CHAPITRE 4. SYSTEMES A PLUSIEURS ELECTRONS 96

écrané ; chaque fois qu& augmente d’une urét I'électron ajol&a une sous-couche
inférieure produira ugcran maximaéquivalent une chargeé@yative unitaire.

3. Dans la n@me gamme dg&, I’ énergie de 'orbitalén + 1)s décrdt plus fortement et
croise recessairement celle de 'orbitald. Dans le cas = 3, l'orbitale 4s est plus
profonde que l'orbital&d entreZ = 15 (ou 3p est en train de se remplir) &t = 20
(ou 4s se remplit).

4. Des que l'orbitaldn+1)s se remplit, 'ordre des 2 niveaux+1)s etnd tenda s’in-
verser une seconde fois. Comifne+ 1)s est plus diffuse et plustake, I'orbitalend
la recoupe bien, et voit un effet&tran moins efficace de la part des délectrons
(n + 1)s (les regles de Slater ne @voient pas ce cas). Pour ékectron de test dans
I'orbitale nd, la charge nu@aire effective semble donc augmenter, @érgie dewd
chute pour redevenir plus basse que cellé¢de 1)s.

Configuration électronique de I'etat fondamental

Le remplissage des niveaux orbitalaires se fait finalement en respectant le principe de Pauli

et I'ordre des niveaux @nergie orbitalaireA cette fin, on peut utiliser laégle de Klech-
kowski qui Esume assez bien les observations principalegtieles pecitees :

Regles de Klechkowski
L' énergie orbitalaire,,; croit avec la somme: + [ des nombres quantiques principal|et
azimutal, eta valeursgales de: + [, elle crdt avecn.

Cette Bgle est schmatigea la figurg 4.]L.

Ce remplissagedinit uneconfiguration électronique Le tablead 4J2 donne la configu-

ration électronique de état fondamental dedéments allant de I'Hydragne au Krypton;

la mention [gaz rare] @ote la configuratio@ couches comptes de Elementgaz rare
précedant lelement en consgfation. Quelques cas &gaux néritent qu’'on y péte une
attention particubre :

— la configuration de”'r est [ArJ4s'3d® et non [Aris?3d*. Les 6€lectrons se placent de
sortea donner deux sous-couchasnoitié remplies. Cette disposition permet d’avoir
le plus grand nombre de spigtectroniques parailes, qui par le principe d’exclusion
de Pauli, ont tendance s€loigner le plus que possible, minimisant ainsi, en moyenne,
I’ énergie potentielle d&pulsionélectronique. Ce gain dhergie est suffisant pour com-
penser leénergie de promotion pour faire passerélectron du niveads au niveausd,
vue la proximié de ces deux niveaux au voisinageAle- 25. Le méme effet se mani-
feste dans le cas d&b ([Kr] 5s'4d*), Mo ([Kr] 5s'4d®), et quelques autres cas du bloc

f.
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FIG. 4.1 —Ordre desenergies orbitalaires dans un atoraglusieurstlectrons

— la configuration deC'u est [Ar]4s!3d'°. Cetélement se situe au-deldu second point
de croisement entre les courbes emntatives de &nergie des orbitale¥d et 4s en
fonction deZ, et le niveawd est plus profond que le niveau. De plus, la sous-couche
nd étant alors comgtement remplie, la configuration a une stabiltarticulere. De
méme, la configuration ddg est [Kr]5s'4d'°, celle deAu, [Xe]4f1*5d 65!,

La structure atomiqueétrite par ce s@ma de remplissage d’orbitales atomiques au ni-

veau de Hartree-Fock estla base de notre con@drension des propies atomiques et de

la classification priodique de€lements. Le compgiment A rappelle la discussion qu’on
donne habituellement de la variation de la premaiénergie d'ionisation et de I'affiréit

électronique deélements (voir aussi le prodine 8).
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Z | Atome | Configuration
1 |H 1s

2 | He 152

3 | Li [He]2s

4 | Be [He]2s?

5 B [He]2s22p

6 | C [He]2s22p?

7 | N [He]2s%2p?

8 |O [He]2s22p*

9 |F [He]2s%2p°

10 | Ne [He]2s22p°
11| Na [Ne]3s
12 | Mg [Ne]3s?

13| Al [Ne]3s23p
14| Si [Ne]3s23p2
15| p [Ne]3s23p°
16| S [Ne]3s23p"
17 | Cl [Ne]3s23p°
18 | Ar [Ne]3s23p°
19| K [Ar] 4s

20| Ca [Ar] 452

21| Sc [Ar] 4523d

22 | Ti [Ar] 45232
23|V [Ar] 452345
24| Cr [Ar] 45234
25 | Mn [Ar] 4523d°

26 | Fe [Ar] 4523d°

27 | Co [Ar] 45%3d7

28 | Ni [Ar] 452348
29 | Cu [Ar] 45310
30| Zn [Ar] 4523d*°

31| Ga [Ar] 4523d'"04p
32| Ge [Ar] 4523d4p?
33| As [Ar] 4523d4p3
34| Se [Ar] 4523d4p*
35| Br [Ar] 4523d'04p>
36| Kr [Ar] 4523d04p"

TAB. 4.2 —configuration de ketat fondamental deslements allant de I'Hydrogne au
Krypton
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4.4 Termes spectraux

Rappelons que I'Hamiltonien exact d'un atodé/ électrons fcrit rigoureusement sous
la forme : A A
H=Hy+ 0V

Il ne se eduita la forme gparabled, que dans I'approximation désectrons inédpendants.
Dans cette approximation, w@tatélectronique est unéderminant de Slater construit avec
les orbitales atomiquess, np, etc. En d’autres termes, detiat est spcifié par les nombres
quantiques(l;, m;), (s;,ms;) assodds aux moments oatiques orbitalaires et aux spins
individuels des: électrons. En effetfl, commute avec les céxnateursi?, lAz,,», §2,5,,; de
chaqueglectron. Au contraired cause desepulsionselectroniquesH ne commutent pas
avec ces oprateurs individuels ; il commute avec lesogteurs.?, L, (S2, S,) du vecteur
moment ciretique (spin) total :

L=Y1, S=%"% (4.36)

4.4.1 Terme spectral : [Bfinition

On a donc inkrét & regrouper les fonctions propres Hg, ca d. lesétats stationnaires de
I'atome cecrits dans I'approximation dédectrons inédpendants, selon les valeurs propres
de L2 L., et deS?, S.. On \erifie aiment quel et S, définis par[(4.36), sont des mo-
ments angulaires. Les valeurs propresidel., (52, 5.), sont donc sgcifiees par les
nombres quantique@., M), [(S, Mg)]. Par cefinition, un terme spectral est un groupe
d’étatsemanant de la Bme configuratio@lectronique partageant le€mes valeurs dé
et.S. On les nomme par un symbole du type

251 (Lettre)

avec la correspondande« (Lettre)établie selon la convention suivante :

L \O 1 2 3 etc
Lettre\ S P D F etc
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4.4.2 Addition de 2 moments angulaires : Rgles

Comment obtenir les valeurs propres b& L, (52, S,) & partir de celles des moments
individuels l?,l;ﬂ- (82,38,,)? En d'autres termes, quelle est la relation entre les nombres
quantiques., M, S, Mg et les nombres quantiquésm,, s; = 1/2,m,; individuels. Une
régle simple existe pour I'addition de deux moments angulgires :

Soit J = j, + Jo. A partir desetats propres ggifies par les nombres quantiqugs, m1 ),
(j2, m2) des moments individuelg?, 5. ;),7 = 1,2, on ne peut former dextats propres df
(J2, J.) de nombres quantiqueéd, M) que si.J et M satisfont :

D

1. Regle du triangle:
J =1+ j2, 1+ J2 — 1l — ol

M:m1+m2

Ces Bgles s'ajoutertvidemment la gle Egissant la quantification decomme moment
angulaire, a d. :
—J <M< +J

4.4.3 Exemples

Premiers états exciés deHe : configuration 1s'2s!

La configurationl s'2s' donne lieua 4 ceterminants de Slater distincts :
o1 = |1sa 2sal, o = |1sa 2s0|, p3 = |1s B2sal|, oy = |1s5 2503

A l'ordre zéro, ces 4 dterminants ont la Bmeénergie. lls ont toug; = 0,1, = 0 et
s1 = 1/2,s5 = 1/2. Selon la egle du triangle, on a donc

L=0,M=0

et
S=0,Ms=0 ou S=1,Mg=—-1,0,+1.

On peut donc avoir deux termes spectradig et'S. Le S comporte tats :

(L=0,M=0,5=1),Mg=—1,0,+1



CHAPITRE 4. SYSTEMES A PLUSIEURS ELECTRONS 101

Il est clair quep; = |lsa 2sa| est unétat avech s = +1. Il appartient @cessairement
auS. De méme pourp, = |1s3 2s/3| qui est Ietat avechs = —1 du3S. Il resteg, =
|1sar 2503| etés = |1s3 2sa, qui sont tous deétats propres dé, avecMg = 0. Ni l'un,
ni 'autre n'est cependant Wetat propre dé?2, mais les combinaisons Bairess; + ¢, le
sont. En fait, on montre que :

S o+ d3} =207 {do + 3} & S =1
S*H o — 3} = 0{g — 3} <+ S =0

En resung, la configuration s'2s' comporte 4états, que I'on peut regrouper en 2 termes
spectraux, udS (comportant &tats,¢;, ¢4 et o, + ¢3) et unlS (comportant un seudtat,

$2 — ¢3).

Etat fondamental de C : configuration np?

Dans cette configuratica2électrons,S = 0, 1 toujours comme dans I'exempleguedent.
En plus, aveé, = 1,1, = 1, on peut avoir. = 0, 1. Sans encore tenir compte du principe
de Pauli, on pevoit donc les termes suivants :

Sp.'D3ptp35. 1S

Ce qui donnerait un total de 3&ats. Or, en cons@itant tous les &erminants de Slater
que 'on peutécrirea partir de la configurationp?, on ne trouve que 16tats. Il est clair
que certains des termésuneres ne sont pas permagcause du principe de Pauli. On peut
trouver les termes assésia cette configuration en predant paglimination comme suit :

1. Consicerons le terme avec le plus grahd L = 2) et le plus grands (S = 1), soit
le 3D. Si ce terme existe, on doit pouvoir construire W@tetminant de Slater avec
M = +2 et Mg = +1. Le seul @&terminant que I'on peut envisager de ce type est
Inpyianpyial = 0: Le 3D estinterdit par le principe de Pauli.

2. S'il existe, le prochain termé,D, doit donner lieua unétat avecM = +2 (donc
my1 = +1 = my nécessairement) &g = 0 (ms = +1/2 = —myy). Le determinant
Inp1anpy 1] # 0 correspond biea cette description. Le termé existe,

3. Le prochain terme est f&P. S'il existe, on devrait pouvoir trouver W@tat avec/ =

+1, Mg = +1. On peut en effet construire leéterminantnp.;a npoa| # 0 qui
correspond biea cette description. Par cartgient, le terméP existe.

4. Pourétablir si le termé P existe, on doit trouver, non pas un sétat aved/ = +1
et Mg = 0, car un telétat doit forément exister, vu les termé® et3P que I'on
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a établis auparavant. Comme chacun de ces deux termes contietatwavecl/ =
+1, Ms = 0, on doit pouvoir construire jusga’trois états de ce type pouatablir
I'existence du' P. Or, on n’en trouve que deugalisations possibles :

|np+1a npoﬁ|, ’npﬂﬁ npooz]

Le terme' P n’existe donc pas.

5. De méme pour ce qui est dif : s'il existe, on doit pouvoir trouver delatats avec
M =0, Mg = +1. Seul le @terminant

Inpyianp_ial #0

est troue (npoa npoa| = 0 est interdit). Il doit ecessairement faire partie di?
déjaétabli. Le termé S n’existe donc pas.

6. Finalement, le terméS existe, car on trouve troistats aved/ = 0, Mg = 0 (deux
appartiennent aux deux termesaétablis) :|np 1« np_1 6| # 0, Inp118 np_1a| #
0 et|npoa npeS| # 0.

En résung, la configuratiomp? ne peut donner lieu qu’aux trois termes suivants :
D, 3p, 1S

Remarques :

— Avec une configuration du typep'n/p! tous les terme$D, D, 3P 1P 35 1S sont per-
mis.

— La configuratiomp* donne lieu aux rdmes termes que la configuratiep?. En ¢eréral,
la configuration(n!)” donne lieu aux rdmes termes que la configuration )22+ -7,

— Une configuration peut donner liéuplusieurs termes partageant lame valeur dd. et
de S. Dans ce cas, on indiquera cettegdrérescence en donnant, dans une paesegh
suivant le symbole du terme, le nombre de fois que le termé&gster Par exemple, dans
la liste des termes assési la configuratiomd? :

*H,*G,"F,*F,*D(2),"P,*P

on aindiqe qu'ily a2 termesD (L = 2,5 = 1/2).

4.4.4 Couplage spin-orbite : nelange de L et S

Le mouvement orbital deé&lectron donne naissanaaun champ magatique interne pro-
portionnela L, champ qui peut interagir avec I'aimantation (moment néigpoie) in-
trinseque assoée au spin du @meélectron. On appelle cette interaction (faible), couplage
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spin-orbite. Elle esté&kcrite par un potentiel d’interaction du type
Vip o L.S = L,.S, + Ly,.S, + L..S, (4.37)

Quand I'on tient compte de cetteef faible interaction, on doit classer ketsits atomiques
en termes de valeurs propresife 52, J2, J., ol

J=L+8S (4.38)

et non en terme dg?, 52 Lz, S, car ces deux derniers emteurs (composantes 'z’ deet
S) ne commutent pas avé¢,. Si on cenote pat/ et M, les nombres quantiques as€sci
aux valeurs propres desé@mteurs/2, J, du moment angulaire total, alors

J=L+S, .. |L-S5| Mj;= M+ Mg
— lesétatsélectroniques sont maintenant ide@sfipar les quatre nombrés, S, J, M),
— un terme est un groupe @2/ + 1) états et est ident#ipar(L, S, J). Il est noé
@S+ (Lettre),

Par exemple, le term&D dérivant de la configurationp? corresponda S = 0,L = 2.

Il donne donc liewa une valeur d&/ unique,J = 2. On écrira ainsi' D, pour ce terme.
Le terme3 P, lui, correspondh S = 1, L = 1; dans ce cas/ peut prendre trois valeurs :
J = 0,1,2, et on aurait donc trois termes difents® P, (1 état),*P; (3 états) et P, (5
états).

4.4.5 Regles de Hund

Quand I'on tient compte dé&V (c.a d. de la vraie interaction coulombienne entre
les électrons), les diffrents termeémanant d’'une Eme configuration n’ont plus
la mémeénergie. Lesagles de Hunétablissent que :

1. Le terme de plus bas@&mergie pour une configuration da@®est le terme de
plus grande multiplicé de spin (caraétise par la plus grande valeur @8.

2. Parmi les termes de @me multiplicieé de spin (de @meS), le terme ca-
racérise par la plus grande valeur deest de plus basgmnergie.

3. Sil'on tient compte du couplage spin-orbite, alors, parmi les termesaeem
L et S, celui de plus bassenergie est
— celui caradtris par la plus petite valeur dési la configuration contient
une sous couche moins @udemi remplie.
— celui caractrise par le plus grand dans le cas contraire.
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Exemples

1. Pournp?, (cas deC), l'ordre des niveaux avant la |&@e de égenérescence duaV;,
est:
E(*P) < E(*D) < E(*9)

En tenant compte du couplage spin-orbite, on aura:
E(P) < E(P) < EGR) < E(*Dy) < E('Sy)

2. Pournp?, (cas de0D), I'ordre des niveaux avant la |&@e de égerérescence duaV,,
est le néme que pounp? :

E(*P) < E(*D) < E(*9)
Mais, en tenant compte du couplage spin-orbite, on aura, dans ce cas :

E(CP) < E(P) < ECR) < E(*Dy) < E('Sy)
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4.5 Compkement A : Propriéetés deslements

45.1 Potentiels d’ionisation

On cefinit
— le premier potentiel d’ionisation /; d’'un atomeX par

I = By(X) — Ey(X) (4.39)

— de facon plus grérale, le keme potentiel d’ionisatior, par

| I, = Bp(X 1) — Bo(XTF D) | (4.40)

ou la notationk, (espece indique I'énergie de Btat fondamental de I'egpe en consigration.
En principe, le€nergies orbitalairesggpendent de tatélectronique de I'egre. Comme
I'état ioni€ X *(état fondamental+ e peutétre consiéré comme juste I'un deétats
électroniques d&, parmi tant d'autres, les orbitales de I'idfi" sont differentes de celles
de I'atome neutreX. Cependant, dans unetsr bonne approximation, diteéoreme de
Koopman, I; peutétre repeseng par I'eénergie ;) de l'orbitale (p;) ou résidait, dans
I'atome parentX, I’ électronéjece

théoreme de Koopman
I ~ —¢ (4.42)

Dans ce sens, dtude du premier potentiel d'ionisation dements est utile, car elle
constitue une sonde e&pmentale de la structure orbitalaire des atomes. Bme) Ieétude

des autres potentiels d’ionisation deléments, dans la mesuré@ ds sont éfinissables,
fournit une sonde de la structure orbitalaire des cations. On rappelle ici comment la va-
riation du premier potentiel d’ionisation, et de I'affi@iélectronique deglements, avec

leur position dans le tablealepodique, peugtre comprise en termes de leur structure
électronique.

Les figured 42, 4|3 montrent les variations Hesur la 2eme g@riode et sur la 4me
periode du tableaugriodique, respectivement, tandis que les variations dans un groupe
(une famille) du tableaugriodique sont illus&esa la figurg 4.4 pour le groupe des alcalins
(groupe la ou groupe 1) étla figurg 4.5 pour la famille du Bore (groupe Illa ou groupe ).
La figure[4.6 donne un aperc@mgral des variations du premier potentiel d’ionisation en
fonction du nombre atomiqué.

On constate que

1. I, atteint son maximum absolu sur uneripde quand 'on arrive au groupe des gaz
rares, avant de chuter dramatiquement quand I'on pag&ement alcalin suivant,
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FIG. 4.2 — Variation dd, (k.J/mole) sur la deux@me g@riode
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FIG. 4.3 — Variation dd; (k.J/mole) sur la quat@me f@riode

donnant ainsi liewx la geriodicite globale illusteea la figurg 4.6. La configuration
des gaz rares en est uaeouche comple, elle est d'une stabiitparticulere.

2. I, tenda cecrdtre quand I'on descend un groupe dénrmreci est reé au fait que plus
bas unélement se situe dans un groupe, plus l'orbitadeighérique (ou se trouvait
I €lectronéject) est diffuse, pogslant un nombre quantique principal plus grand, et
moins elle est profonde émergie.

3. I, croit géréralement quand I'on traverse uneripde. Mais cette variation est loin
d’étre monotone :
— sur la 2eme geriode,; atteint un maximum local
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FiG. 4.5 — Variation dd (eV") dans le groupe IlIA

— pour Be, car cetelement a une configuration avec des sous-couches etaespl
En plus, I'effet décran du premieglectron2s est tes partiel vu de Blectron
ejeck, unélectron2s aussi. Par contre,dlectron g@riphérique @p) de B sent
un effet decran complet de la part des detlectron2s. Par apes, I'ajout des
prochainslectrons dans la sous-couchene produit gu’un effet dcran partiel
de la charge nuéhire ajoute et/; augmente.

— pour l'azote,N, car la configuratiorzp® dénote une sous-coucledemi rem-
plie. L' état fondamental dé&/ est un quadruplet, avec le hombre maximal de
spins électroniques non-appéas qui soit possible dans une sous-cougpe
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FIG. 4.6 — Variation dd/ (k.J/mole) sur les cing prengres griodes

Ceci conére une stabilé maximalea I'état fondamental de I'azote, selon la
premere egle de Hund. Quand I'on continue d’ajouter @dsctronsa la sous-
couche2p I'énergie deé&pulsionélectronique augmente, ét diminue deN a

O. L'augmentation de la charge neédlire effective n’est suffisamment efficace
pour contrer celle de l&pulsionélectronique g partir deO et I; remontea
partir de ce point.

— sur la 4eme [eriode, I; atteint un maximum pourls pour les némes raisons
gu’avan&es ci-haut poulN. Le maximum obse®& pourZn accompagne l'atteinte
de la configuratiora sous-couches congtes3d'%4s%. L’ électronéjece étant un
desélectronsds, ce maximum s’explique par le @me raisonnement que celui
employé ci-haut pouBe.

4.5.2 Affinité électronique

Une propréte qui n'est pas sans rappeler le premier potentiel d’ionisation &init &
électronique. C’est I'eénergie qui accompagne la capture délactron par ureléementX
pour former I'anionX ~ :

Ax = Eo(X7) — Eo(X) (4.42)
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H He
—74,5 +21,2
Li Be B C N @] F Ne
—-59,8 —36,7 —-17,3 —122,3 +20,1 —141,3 -337,5 +28,9
Na Mg Al Si P S Cl Ar
—52,2  +21,2 —-19,3 —131 —68,5 —196,8 —349,2 +35,7
K Ca Ga Ge As Se Br Kr
—45.,4  +186 —-35,3 —139 —103 —203 —324,1 +40,5
Rb Sr In Sn Sb Te 1 Xe
—-37,6 +145 —-19,3 —-99,5 —90,5 —189 —295,2 +43,5
Sc Ti 1% Cr Mn Fe Co N1 Cu Zn

+70,5 +1,93 —-60,8 -93,5 +93,5 —44.5 —-102 —156 —173 —8.7
Y Zr Nb Mo Tc Ru RA Pd Ag Cd
+38,6 —43,5 —109 —114 -95,5 —145 —-162 —98,5 —193 +26,1

TAB. 4.3 — Affinité électronique (eft.J/mole) deséléments selon Zollweg

On voit que— Ax n’est rien d’autre que le premier potentiel d’ionisation de I'anin :
I'anion X ~— est stable quand A x est positive, donc quandly est regative. Tout comme le
premier potentiel d’ionisation qui donne uné@éalde la position de I'orbitalegpiphérique,
par letheoreme de Koopman/'affinit € électronique est reédie approximativemeiatl’ €énergie
de la premére orbitale vacante deélement. Le tablegu 4.3 montre les valeursdedes
élements.

La plupart de€léments ont unel x négative. Les halagnes sont caragetises par des va-

leurs les plus agatives dedx tandis que leurs voisins imadiatsa la droite du tableau

périodique, les gaz rares, ont tous une afi@tectronique positive. Ceci refie la stabi-
lité particulere de la configuratioa couches comptes des gaz rares. Pareillemety;
augmente (devient moing€gative)

— quand I'on passe desétaux alcalins aux alcalino-terreux gai)'exception deBe, ont
tous uneA y positive,

— quand I'on passe de la famille du cuivaiecelle du zinc, &fletant la stabili de la confi-
gurationa sous couche comik(n + 1)s*nd*®,

— quand I'on passe de la famille du chromeelle du mangarse, efletant la stabilé de la
configurationa sous couche demi-congpénd® (état avec un nombre maximal de spins
paralkles),

— quand I'on passe du groupe Va au groupe Vifletant la stabili de la configuratioa



CHAPITRE 4. SYSTEMES A PLUSIEURS ELECTRONS 110

sous couche demi-conmiggknp?, (€tat avec un nombre maximal de spins pate8).
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4.6 EXxercices

1. Le mockle delectrons inépendants le plus simple pour He est obtenuégligeant
compktement I'interaction coulombique entre les délectrons du sysme Ecrivez
I’'Hamiltonien effectif monelectroniqueh de ce modle et donnez la formeagérale
a) des orbitales, b) des spin-orbitales et c) @é®rgies orbitalaires de ce sgshe.
Calculez le premier et le second potentiel d’ionisation de I'atome dans cette approxi-
mation. Comparez vo£sultats avec les valeurs éqmentales suivantes :

— premier potentiel d’'ionisatioti/ P), = 24, 6eV/
— second potentiel d'ionisatiofY P), = 54, 4eV/
A la lumiére de vos observations, critiquez ce raled

2. Dans un traitement &s grossier d’un sy8tne lireaire de liaisonsr conjugilees, on
consicere que le€lectronst se meuvent dans un potentiel uni-dimensionnel moyen
tel queV,,. + V., est constant (nul) si la positiande I'électron le long de la cliae
de liaisonsr (dont la longueur esf.) satisfait0 < x < L, et infini ailleurs. On
appelera ce magle 'mockle particules dans une tie”.

Déterminez a) les orbitales, b) |@nergies orbitalaires et c) les spin-orbitales d’'un
tel syséme.

3. Pourétudier tes qualitativement le comportement des$ectronsr dans le benzne,
on propose que ceédectrons puisserdtre consiéres comme des particules ipendantes
se mouvant sur un cercle de raypriixe, sitle sur le planzz. L’'Hamiltonien de ce

syséme est
A 6 A
H=> h(i)
i=1
avec
- 2 0?
h(i) = ——5+5
2me92 8(101

ou ¢; est I'angle forng par le vecteur de position dueimeélectron (dans le plan) et
'axe z. Montrez que

U (i) = Leim“"" me”Z

V2
sont des orbitales dans ce nw#dd, dit 'particules sur un cercle’, du bedze. Dres-
sez un diagramme montrant les trois premiers nivea@nelgie orbitalaire de ce
syséme, avec leur&enrerescence respective.
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4. Consicerons deuxlectrons 'de rame spin’, c’est-dire cecrits par la néme fonction
de spin,, disons.

(&) Envous placant dans I'approximation delectrons inépendants, montrez que
les deuxélectrons doivent&cessairemerétre cecrits par des orbitales; ¢,
différentes.

(b) Montrez que le édterminant de Slateré&trivant I'état du systme forn@ de ces
deuxélectrons dans les spinorbitalesgmitees se factorise en

\}5{901(771)%2(772) — p1(72) 2 (1) ta (1) (2).

(c) Vérifiez que ces dewelectrons de @me spin ne peuvent pas se trouver &ura
endroit, ca d. que I'on ne peut pas avoir

—

1= 72

5. En respectant le principe de Pauli, construisez la fonction d’onde &atlfonda-
mental de lethykEne (un sygime de Zlectronsr ) dans le modle ‘particules dans
une béte’ consiceré ci-haut pour les sy8mes de liaisons conjugLees.

6. Ecrivez la configuration deé&tat fondamental du butagtie, un systme de £lectrons
7 (2 liaisonsw conjuglees), dans le Bme modle. Quelle en serait&nergie totale ?

7. Enrespectant le principe de Paudicrivez a) la configuratioglectronique, b) Energie
totale et c) la fonction d’onde totale, deetat fondamental du beeme dcrit dans le
mockle ‘particules sur un cercle’.

8. On donne au tableau 4.4 les premier et démxe potentiels d’ionisation ainsi que
I'affinité électronique des huéléments de la secondénode du tableau @riodique.
On rappelle que I'affinié électronique,—Ax d’'un élémentX est aussi le premier
potentiel d’ionisation de I'anionX ~ :

— Ax = Ey(X) — Eo(X7) = Li(X7) (4.43)

(a) En supposant queélectron priphérigue deX~ est dans une orbitale hy-
drogéndde, calculez la charge nughire effectiveZ. s ¢, ressentie par cetlectron
dansLi~, Be~, C~, F~, a) directement de la valeur déy, b) en employant
les regles de Slater.
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ElementX | Li Be B C N O F Ne
L(X)/eV | 5,39 9,32 830 11,26 14,53 13,62 17,42 21,56
L(X)/eV | 75,6 18,2 252 244 29,6 35,1 350 41,0
—Ayx /eV 10,620 0,380 0,179 1,27 —20,1 1,46 3,49 —0,30

TAB. 4.4 —

(b) En supposant que électron @riphérique deX™ est dans une orbitale hy-
drogéndde, calculez la charge nugdire effectiveZ. , ressentie par Blectron
périphérique deF*. A partir de ce Esultat, et desésultats de la question
précdente, et en employant la relation

Qo

2 l(l+1
QZefan (I+1)]

T >=

qgui donne, exactement, la valeur moyenne du raydan atome hydrogndde,
de charge nudaire Z.;;, dans létat,,,,, estimez le rayon moyen, (en unit
atomique, le Bohrl Bohr = a), de F'~ et deF+. Comment peut-on expliquer
la difféerence de taille de ces deux ions ?

(c) Il estinteressant de comparer les variations del y sur la deuxéme @riode,
a celles def/; (X ). En vous refranta la structureélectronique de l'anionX -,
donnez une explication rationnelle aux observations suivantes :

i. —Ax atteint un maximum pouX = C tandis quel;(X) atteint un
maximum poutX = N.

ii. —Ay chute dramatiquement quand I'on passelfda Ne.

Laquelle de ces deux observations est biefiee dans la charge nuehire
effectiveZ,;;, ressentie par Electron @riphérique de I'anion et calcé@e par
les regles de Slater ?

9. Imaginons un monde dans lequdlBctron a un spis = 3/2.

(a) Enunerez les valeurs possibles de,. Décrivez lesttats de spirglectronique
correspondané chacune de ces valeurs.

(b) Quelle serait la configuratioglectronique dé€”, Ne, Sc, Fe, S, dans ce monde ?
(On supposerait que les OA continu@nguivre la egle de Klechkowski)

(c) Esquissez la forme qu’'emprunterait le tablearipdique dans ce monde :
— Combien de familles (groupes) comprendra
— le blocs?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

— leblocp?
— Quelle type de configurationgfinira destléments 'nobles’ ?
Que se passerait-il si&lectron avait un spig = 17?
Soit deux moments angulairgs, j» independants (ave{:j’la,jw] =0, o, =
z,vy, z) et leur somme = j; + jo.
(a) Montrez quefest aussi un moment angulaire.

(b) Montrez que A
‘]2 - J12 + ]22 + (jlxj2a: + jlyj2y + jlszz)

ne commute pas avé’q:a,j'gﬁ, a, 3 = x,y,z mais quil commute bien avec

it J3-
En utilisant 'exemple de la configuratiom? pour un atome, illustrez clairement la
relation entre les concepts suivants :
(a) configuratiorglectronique, (b) termes spectraux, &tats
A l'aide d’un diagramme de niveaux@hergie, illustrez I'effet Zeeman sur letats
du terme’ P de la configuratiomp?.
Consicerons la configuration s?2s%2p%3p de I'azote dans u@tat excié. On montre
gue lesttats de plus basse d’energierd/ant de cette configuation forment un terme
spectral*D. D’autre part, on sait que la configuratiohs?2s22p? de I'état fonda-
mental de 'atome ne peut pas donner un terfihe Quel facteur interdit le terme
4D pour la configuration de Btat fondamental de I'azote ? Expliquez pourquoi ce
facteur n’ogere plus dans le cas de la configurativs?2s22p?3p.
Donnez les termes spectraurivant de la configurationp* dans I'ordre de€nergies
croissantes (couplage spin-orbite inclus). Indiquez égaherescence de chaque ni-
veau.
Montrez que les termes spectrawridant d'une configurationd? sont :3F,1G,'D,3P,38S.
Calculez les valeurs dé assocéesa chacun de ces termes.
La configuration de Btat fondamental de I'atome de Zirconium é&tr]4d*5s>.

Celle de I'atome de Nickel e§tir]3d®4s®. Indiqueza quel terme spectral appar-
tiendrait I'état fondamental dans chacun de ces deux cas.

La configuration de Btat fondamental de I'ioff’i** est
[Ar]3d}

ou [Ar] représente la configurations®2s?2p%3s23p° desélectrons du ‘coeur’ de
'atome. Giace a l'effet d’écran de ceglectrons de coeur, on peut considr que
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I électrond est assujetta un champ moye@quivalen@a celui d’'un noyau de charge
7 = +4. Dans cette approximation, l'ioi:** est donc consiglé comme un atome
hydroggndde exi€ a unétat3d.

(a) Décrivez les termes spectraux que peut donner la configurgdiod' de I'ion
T3,

(b) Décrivez comment le niveali;; de I'ion se scinderait en plusieurs niveaux
si I'on tient compte du couplage spin-orbite. Indiquez EgEhrérescence de
chaque niveau @&nergie dans ce séma.



Chapitre 5
ORBITALES MOL ECULAIRES

Nous avons vu que, dans le cadre d’'un @leddesélectrons inépendants, la fonction
d'onde d’'un systmea plusieurselectrons, qu'’il soit atomique ou négulaire, est un
produit antisynétrise d’orbitales ou pluit de spin-orbitales. Ce sont des fonctions mono-
electroniques qui, dans le cas d’'un atome, s’apparentent aux fonctions propresdesyst
hydroggndde correspondant. De lagme margre, on peut obtenir uneée qualitative de

la forme et de la disposition des orbitales d’une @ole donBe en consigrant le systme

a unélectron correspondant. Dans ce qui suit, on ca@rsic en étail la construction des
orbitales des méicules diatomiques homo-néeliresA,, et heteronucéairesAB. Le prin-
cipe de la classification des orbitales selon leur comportemeidt-wiss- des oprations de
symetrie du systme sera d’abord exp@slLa construction des orbitales selon unetimode
courante, dite iathode LCAO sera ensuite abérl Les principes de cetteéthode se-
ront ensuite utilies dans la description des orbitales @salaires de quelques néalules
simples.

Il est important de souligner que la structaectronique que I'on conside ici est as-
socéea une configuration nugehire ou @onetrie doniee. Cette structurglectronique, les
orbitales, leurenergie, leur de@rd’occupation, etc., varient d'uné&gnétrie nucéairea
une autre. Quel sens peut-on donaeare concept de structuatectronique dfiniea une
configuration nud@aire fixee ? Quel dle peuvent-ils jouer, les quaré comme Energie
électronique totale ou orbitalaire, vasvis des mouvements néelires ? La&ponsea ces
guestions est fournie par le formalisme sous-jaéeo¢ qui est appelapproximation de
Born-Oppenheimer. Nous donnerons donc tout d’abord un survol de cette approximation.

116
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5.1 Approximation de Born-Oppenheimer

5.1.1 Hamiltonien mokculaire

Si I'on tient compte des mouvements negires, alors I'Hamiltonien totalétrivant un
syseéme moéculaire comportanlV noyaux de charg€,e et de massé/, etn €lectrons
est

IA{ - TN + ‘/nn(p':o) + ﬁel(éa) (51)
ou
. N h2 )
= - 5.2
=3 ( 2 Ma) v2 52

est 'operateur assoeia I'énergie ciitique desV noyaux et

—

7.7 ze?
Van(Ra) ZZ :

a= 157,5& 47T€o>’§a—éﬂ”

(5.3)

repiesente leur interaction coulombienne. l&vateurH,, est I'Hamiltonienélectronique
assock a une g@onetrie nuckaire fixee, le neme Hamiltonierélectronique que celui ren-
cont®é au chapitre @oedent, soit

ﬁel(éa) = zn: { QTZTL + Vne T } + ZZ — (54)

- Hél (4me,) |7"Z T

avec

ivj Zac” = (5.5)

(4me,) | 7 — Ry, |

C’est cet Hamiltonier@lectronique dfini a une configuration nugéire fixee que I'on rem-
placerait par la somme d’Hamiltoniens méthectroniques effectifg, dans un moéle des
électrons inépendants. On reviendaace point plus tard.
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5.1.2 Approximation de Born-Oppenheimer

On prendra soin de noter qu&,cause de laégpendance d&),. sur R,,, I' Hamiltonien
électronique,, depend paragtriquement des coordo@es nucaires. Il ne commute
donc pas avec I'agrateur?y, et comme ces deux épateurs apparaissent dans I'Hamil-
tonien moéculaireHd, les mouvementslectroniques et nuehiresne sont pas éparables
c’esta- dire que, rigoureusement, on ne peut@erdre la fonction d’'onde totalé (7, ﬁa)

sous la forme d’un produit de deux fonctions d’onépages, I'une pour les noyaux, lI'autre
pour lesélectrons.

L'approximation de Born-Oppenheimer propose cependant une telle forme de produit pour
la fonction d’onde totale. Dans cette approximationgorit

W10t (7, Ra) = C(Ra) (7 | Ra) (5.6)

la fonctiony(7; | R,) étant une fonction propre dé.,(R.), (avec valeur propr&,;(R,));

et de ce fait, elle @pend paragtriguement de,,, tout comme elle €pend de la valeur de
bien d’autres paragtres : la charge, le nunéro de chargeZ,, des noyaux, la constante
de Planck:, etc. On souligne cependant cetépdndance parétrique deyp(7; | Ra) sur
R,, car sa pesence fait qu@ 6) ne r@sente pas uneeparation de variables authen-
tiqgue, comme on l'avait apprise auparavant. On dit que (5.6)sepite uneéparation
adiabatiqueentre lestlectrons et les noyaux. Si I'on laisse agir I'Hamiltonien tdtasur
cette expression déftot(rz,R ), alors on obtient I'expression suivante déduation de
Schibdinger

HWyy =~ ((Ra) - [Ha(7 | an)} + [(Ty + Van)C(Ra)| - (7 | Ra)

b [t | R)] 6 + 3 (—4 ) Bt | ) - Bu(f)

Oé

= E((Ra)0(7 | Ra) (5.7)

Si I'on consicre quey(7; | R,) ne cepend que faiblement des coordées nudaires
R,, alors les terme%’fm/;} C et (1/Ma)§awﬁa( dans ), termes ditsouplages non-
adiabatiques peuventétre regligés visa-vis des termes restants ; en particulier ces cou-
plages non-adiabatiques soingralement bien plus faibles que le teridgy) = E.;¢, dil

au fait quel/, > m.. Sans ces termes de couplage non-adiabatigué, (5.8)sea

([T + Vin(Bo) + Ba(Ba)| C(Ba)) 4 | Ra) = EC(Ro)0(F: | Bo),  (5.8)
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ou, simplement

(T + Van(Ra) + EBa(Ra)| ¢(Fa) ~ E¢(Ra), (5.9)

qui repesente unéquation aux valeurs propres po@“{rﬁa). Cetteéquation a la forme
d’'une équation de Sckidinger pour le mouvement n@elire, avec un potentiel effectif

U(ﬁa) = Vnn(éa) + Eel(ﬁa)' (510)

La fonction((R,) est appedefonction d’onde nucleaire; elle cecrit les vibrations et les
rotations de la m@culedans urétatélectronique don@ En effet, pour chaquetat propre
W (75 | ﬁa) de I’Hamiltonienélectroniqueﬁel, le potentiel gouvernant ces mouvements,
(5.10), cepend de la valeur propre asseeF.(ER,), et les mouvements niires, donc
les états vibrationnels et rotationnels, @ifent d’'unétatélectroniquea un autre. On ap-
pelle les diferentes fonctionéfl(ﬁa), définies parO)courbes ou surfaces nergie
potentielle.

En resung, dans I'approximation de Born-Oppenheimer,&mmit la fonction d’onde to-
tale sous la forme du produit d’'une fonction d’or&lectronique avec une fonction d’'onde
nuckeaire. La fonction d’ondélectronique @pend paragtriquement de lagpnetrie nucéaire
et est une fonction propre de I'Hamiltoniétectronique. La somme de la valeur propre as-
socie (I'eénergieélectronique) et du potentiel dépulsion coulombienn&,,, définit un
potentiel effectif qui gouverne les mouvements @adales. Ceux ci varient donc d’uaiat
électroniquex un autre.
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5.2 Orbitales mokeculaires : generalites

5.2.1 Mockle de<tlectrons independant

Dans le modle destlectrons inépendants, I’Hamiltonielﬁ?el(ﬁa) estécrit approximati-
vement comme une somme d’Hamiltoniens meeotroniques effectifs

Ha(R.) =Y h(i; Ra) (5.11)

qui dependent de la@pnetrie nuckaire. Les orbitales metulaires (OM) sont des fonc-
tions propres dé(:; R,,)

h@;éa)gpk(i;éa) = Ek(éa)gpk(i;éa)' (512)

Leur forme @pend donc fortement du mele sgcifiqgue au sein duquel on constrait
Dans le modle deslectrons inépendants le plus exaétest I'operateur de Fock

2

h=F[{ee}; R = ( 2’; >V2 + Ve (7 +§j [J5(7%) = K;(7%)] (5.13)

ou les ogerateurs de Coulomb etéthangefj, f(j ontété cefinis auparavant, (e12),
(4.33)). L'equation|(5.12) refsente alors €quation de Hartree-Fock, (4]35). @solution

par des approximations successivéfirdt les OM au niveau SCF-HF.

Il esta noter que, dans le cas des gmlles, i@me si elle est poussa la limite de Hartree-
Fock ( ai I'équation [(5.12) estésolue exactement) cette description en termes d’orbi-
tales, qui fait appel@cessairemert une hypothse délectrons inépendants, peut devenir
inacequate dans deggions de I'espace de configurations @adtes proches des limites
dissociatives. Manmoins, pour des finggdagogiques du cours, on continuareonsi@rer

la structureelectronique des metules dans un tel metk orbitalaire.

5.2.2 Synetrie moléculaire
Exemple des magcules lireaires

Toute moécule diatomique, et pluségéralement, toute métule lireaire possde une
synetrie de evolution autour de I'axe internuhire, qui est un axe de rotation d’ordre
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infini. Ceci implique que les prog#iés de cette mékule sont invariantes par rappartine
rotation d’'un angle quelconque autour de cet axe. En utilisant les codrdssplriques
déefiniesa la figurg 5.L, on trouve qué, ainsi quev,,., le potentiel d’attraction coulom-
bienneélectron-noyau, nea@bendent que deet def.

FiG. 5.1 —Définition des coordores sphriques pour urélectron dans une matule
diatomique

Par congquent, on trouve que I'@oateur de moment aiquel, individuel de touglectron
commute aveé,

(., h] = 0. (5.14)

et les orbitales mélculaires peuverdtre construites comme fonctions propres communes
del. et deh. En I'absence de d’autré&ements de sy#trie, [, eth forment donc un ECOC
pour chaquelectron.

En plus, I'Hamiltonien mond@lectronique effectif ne cepend de I'angle> que par I'in-
termediaire de I'ograteurd? /0p? o I2. Ses valeurs propres, c'esteire lesenergies orbi-
talairese;, ne cependent donc du nombre quantique néiguem qu’a traversm?, c’est-
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a-direa traverg m | ; tout niveau caraéris par une valeuk de| m | non nulle est donc
doublement dgeréré, car I'on trouve toujours deux orbitales qui y sont asses| I'une
avecm = +\, 'autre avecn = —\. On nomme les orbitales de la maolle, selon la va-
leur de| m |, par une lettre grecque minuscule en utilisant la conventafimié au tableau
5.1.

valeur del m | | type d’orbitale
0 o
1 s
2 )
3 @
>3 ordre alphabtique

TAB. 5.1 —Convention de nomenclature des orbitales d’'unegouale lireaire

Mol écules lireaires centrosynétriques

Dans le cas des miatules centrosyatriques, telles les metules diatomiques homo-
nucleairesA,, des triatomiques{ AX, etc., un nouveélement de syretrie apparait, soit
I'inversion par rapport au centre de la réolle. L'existence de cette syptnie s’exprime
par la relation de commutation suivante

Al =0
ou I'opérateur hermitief est c&fini par

Tf(:z:,y, Z) = f(—l', Y, _Z)'

Cet oferateur s'ajoute dona [, et 4 pour compéter 'lECOC d'unélectron d’une telle
molécule.

A la caracérisation pecedente des OM en termes des valeurs propres,de synétrie
d’inversion ajoute la classification des orbitales selon leur comportemeatwisedei. Les
orbitales peuvergtre paires, @.d. de valeur propre1 par rapporti; on dit encore qu’elle
est de caraéreg, pourgerade= paire en allemand. Elles peuvegite impaires, @.d. de
valeur propre—1 par rapportai; on dit alors qu’elle est de cara&ceu, pourungerade=
impaire en allemand. On est donc areerparler d’orbitales, o, 7, m,, €tc . ..
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Mol écules polyatomiques

De facon plus grérale, la classification des orbitales d’'une éwlle quelconque utilise
les concepts de la &orie des groupes de sl Chaque mdcule peuttre clasge
en terme de la sy#trie que sa gonetrie dequilibre pésente : par exemplé/,O est de
synetrie Cy,,, CH, de synetrie T,. Chaque opration de syratrie du groupe estétrite
par un o@rateur qui commute avéc Mis ensemble, ces @pateurs constituent avéaun
ECOC d’'unélectron de la m@cule.

Une fonction est ditedaptéeea la symétrie de la moécule si elle est une fonction propre
commune aux diffrents oprateurs de syatrie du groupe. En fait, selon la&brie des
groupes, pour un groupe de sgtrie donm, il existe un petit nombre de 'patrons’ de com-
portement possibles de fonctions par rappaces oprateurs. Ces 'patrons’ correspondent
a des combinaisons uniques de valeurs propres dastgoirs de syairie et @finissent
des classes appgsrepr ésentations irrfeductiblesdu groupe. Les orbitales n&dulaires
sont fonctions propres deet les oggrateurs du groupe de sgtrie mokculaire. Elles sont
donc clasés et identifees en termes de ces repentations igductibles de la #orie des
groupes.

L'utilisation syseématique de la sy#trie va au-del de la classification des OM. Elle facilite
aussi grandement la construction des OM paréhonde LCAO étaillee dans les sections
a suivre.

ILa théorie des groupes de sgtrie fait I'objet d’un cours 8pag, au niveau destudes sugrieures.
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5.3 Meéthode LCAO

L’ équation de Sclidinger inépendante du temps pegtire Esolue exactement dans un
cas moéculaire simple, celui de I'ion métulaired;” dans une gonétrie nuckaire fixee
correspondard une valeur dorée de la distance intern@éclire R. L'expos de ces solu-
tions exactes @sente peu d’iet dans la mesuretmi ces solutions elles-eme, ni leur
mode de construction exacte ne so@tayalisables des sygtmes plus complexes.

Il suffit de mentionner que &tude des solutions exactes pdid§ montre que ses or-
bitales moéculaires tendent tous asymptotiquemen@ (. dans la limiteR — o),

vers des combinaisons éaires simples d’orbitales atomiques. En fait, ces combinaisons
linéaires continuerd bien repesenter, dans unees bonne approximation, les orbitales de
ce sysémea unélectrona tout R # 0. Toute approche #orique dans laquelle on exprime
les orbitales maculaires sous la forme de combinaisonédimes d’orbitales atomiques est
désigree par le vocablearéral de nethode LCAO (pour Linear Combination of Atomic
Orbitals), et constitue I'approche la plus couramment @idislans des calculs de chimie
guantique.

Formellement, 'approche est ligssur le fait que les orbitales atomiques (OA) de chaque
atome forment une base coraf®, puisqu’elles sont fonctions propres d’ureggieur her-
mitien, I'Hamiltonien effectifh,, atomique. Lensemble des OA de tous les atomes consti-
tuant une macule forme une base (maglectronique) plus que cormgik, et on peut donc
déevelopper les orbitales matulaires recher@es sur cette baseacd. lesécrires sous la
forme

V=2 Ciafia (5.15)

la somme couvrant toutes les OA (indigede chaque atome, et ceci pour tous les atomes
(indice a). En pratique, on limite la somm& un nombre fini d’'OA, et éterminer les
coefficientse; , de ce éveloppement est un pravhe d’'algbre lirgaire (calculs matri-
ciels), méme quandh est pris sous sa forme la plus comg, soit I'oferateur de Fock de

I’ équation|(5.13)
5.3.1 Casecole : combinaisons ligaires de 2 OA

Pour exposer simplement le principe de lathbde LCAO, nous congigerons d’abord la
combinaison ligaire de 2 orbitales atomiques (O4&), ¢, pour former une OM d’une
molécule diatomiquel B par exemple :

Y = Capa t+ Coipp (5.16)
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les OAy, ety, sont des orbitales atomiques c&ats sur le noyad et B, respectivement,
et sont suppd=es connues. Les coefficientset ¢, sont les inconnues du préivhe, et les
trouver revient determiner). Pour obtenir deéquations dterminant, etc,, substituons
le développemenG) dan®fuation aux valeurs propres p(fu).

h(CaPa + Cops) = Cahipa + cohiop = E(capa + cops)

Projetons ensuite ceci sur chacune des OA de past ;. Il vient
— apms projection sup, :

CaHua + cvHopy = Ec, + EcySyu (5.17)
— apms projection supy :
CoHy, + coHyy = EcySpe + Ecy (5.18)
ou I'on a céfinit :
Hoo = /@Zﬁ%dv =< @alhlpa >, Hyp =< slhlps >, (5.19)
Hap =< @al bl >=< @3lh|pa >, (5.20)
et
Sab =< Yalop >= S, (5.21)

Notons que l'inégrale S,, n’est pas nulle : deux orbitales atomiques cees$r sur des
noyaux diferents ne sont pas orthogonales. Cettegrdle s’appelle le recouvrement des
orbitalesyp, ety,. Les inégralesH,,,, Hy, et.S,, sont gréeralement de valeur complexe et
ne cependent que des fonctions connyg®t ¢,. Ce sont donc des quarést que I'on peut
consicerer comme connues. Elleémendent bien entendu de
On supposera dans tout ce qui suit que les OA de baset@sthoisieséelles. Dans ce
cas, on a

Hy, = Hyp

et
Sba = Paby

et les dewéquations[(5.17) ef (5.1L7) deviennent
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Ca<Haa - 6) + Cb(Hab - 6Sab) = 07

Ca(Hap — €Sap) + co(Hy —€) = 0. (5.22)

Elles forment un sysime déquations ligaires pour les deux inconnueset ¢,. On peut
écrire ce systme sous la forme

( (Huo —€)  (Hap — €Sup) ) ( Ca > _ ( 0)
(Hap — €Sap)  (Hpp — €) Cp 0 )"

On voit alors que pour qu’un vecteur solution non triviale

Cq 0
(2)2(0)
puisse exister, il faut que la matrice

( (Haa — 6) (Hab — 6Sab) >
(Hap — €Sap)  (Hyp — €)

soitnon-inversable Son cterminant doit donétre nul. Le sysime déquations|(5.32) ne
pos®de donc de solutions non- triviales que si et seulement si

(Haa - 6) (Hab - ESab)

‘ (Hab - ESab) (be — E) ‘ =0. (523)

Cette condition, appekéquation £culaire, repesente unéquation algbrique du second
ordre pour Ienergiee, qui elle aussigtait inconnue. Elle possle deux solutions;, et

e_, et 'on ne peut obtenir que deux orbitales Bmllaires avec une combinaisonéaire

de la forme limi€e de[(5.16). La forme de ces deux orbitales s’obtient une fois que les
coefficientsc, etc, sont ties du systme [(5.2P), avee = e..

5.3.2 Proprietés qualitatives des solutions
Estimation des integrales

Pour des fins d’analyse qualitative de cette section, il est commode d’admettre les hy-
potheses suivantes concernant leggralesH ., Hy,, Hop, €15,y :
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— Intégrales du typéd,, : Dans une prengire approximation, on peut admettre [fue

Hio =~ € (5.24)

Hy, €5, (5.25)

12

ou €Y est I'eénergie de l'orbitaley, dans I'atomeA, € celle de I'orbitalep, dans I'atome
B. Ce sont des quangis regatives.
— IntégraleH,, : On a estind que cette irdtigrale peut €crire soit sous la forme

Hab = (62 + Ua)‘saln (526)
ou sous la forme

Heap >~ (€2 4 ) Sap, (5.27)

oU v, €st, grosso-modo,éhergie d’attraction moyenne ressenti, de la part du noyau
A(B), par unélectron localié dans le voisinage de ce noyau, étut par I'orbitale
atomiquep, ).

— Intégrale de recouvremefy,, : La valeur absolue de cette @grale est toujours iéfieure
al; S, peutétre positive ou a@gative et 8pend de la nature des deux orbitales im-
pliquées, ainsi que de leur orientation relative. La figure 5.2 illustre quelques cas ty-
piques.

2En écrivant o A
h:ha'i‘v;ib:hb"_vea

ol Ve, décrit l'interaction de Coulomiglectron-noyaud(B), et ﬁa(b) est pratiquement I'Hamiltonien
atomique de4(B), on a

< Qo) lham)Pam) > + < Paw) | Vev(a) | Pap) >
Zb(a)62
Reb(n,)

< %(b)VA?f\%(b) >

>~ eqn— < Pa)| |Pa(s) >

Le dernier terme dans cececrit unécrantage de la charge du noy&¢A) produit par urélectron localié
pres deA(B) dans l'orbitale atomique, ). Comme dans laésolution de€quations de Hartree-Fock pour
un sysemea plusieursélectrons, ceécrantage estgj tenu compte vid/.s¢, on ignorera ce terme ici,
obtenant[(5.24) ef (5.25). D’autre part, on a aussi

< QOaVAL‘(Pb > = < <Pa|ilb|90b >+ < ‘Pa|vea|90b >
(eb+ < PalVealpa >) < palis >
(62"" < ¢a|Vealpa >)Sab

1

1

ce qui donne(5.26) & (5.R7).
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FiG. 5.2 —lllustration de la cependance d€,, sur la nature et I'orientation relative des
deux orbitales impligées

Mol eécules homonu@aires

Dans ce cas, onH,, = Hy, (2 = ¢}) par synétrie.

1. Energies orbitalaires
L’ équation &culaire donne

Haa + Hab
=% @ 5.28

Haa - ab
= 5.29
€ -5, (5.29)

Si I'on suppose qué S, |< 1, ce qui est souvent valide, on pe@wvelopper.. en
série de puissance dg,, par exemple :
Haa + Hab - 62 + (62 + vb)Sab

1+Sw 1+ Saw

€L =
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UpSab
14+ Su,
~ 62 + UbSab(l — Sab)

0
€, T

pour obtenir

~ 0 2
€+ = €, +UpSa — VS,

€. =~ 62 — vbSab - 'Ungb, (530)
Oou encore
€ — 0~ uSu(l—S5%),
€_ — 62 >~ —vbSab(l + Sgb), (531)

Des deux racines dedfjuation éculaire, il y a toujours une qui est érfeurea ’, et

une supgrieurea cette valeur degference. Lequel des 2 niveaux est plus bas que

le niveau atomiqué’, cela cepend du signe de l'ibgrale de recouvremeft,;, mais

un examen attentif dé (5.31) nous convainc facilement que, quel que soit le signe de
S, la difference dnergie entre le niveau néulaire le plus haut (ce quiéinit

une orbitale antiliante) et le niveau atomique estésigurea celle entre le niveau
moléculaire le plus bas (correspondanine orbitale liante) et le niveau atomique :

0 0
€antiliant — €4 > €, — Cliant
Pour fixer les iées, on consiteraS,, > 0 dans ce qui suit. Dans ce cas
0
€r <€, <E_.

2. Orbitales moléculaires
Correspondarti e, (5.28), on obtient, du syétne [(5.2P)

1
Co = Cp = ———e, 5.32
2(1 + Sa) (5:32)

la dernereégali€ provenant de la condition de normalisation

2+ i+ 2¢4cpSa = 1.
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Avec S,, > 0, l'orbitale correspondante

1
= + ,
(0N 2(1 n Sab)(@ SOb)

a uneénergie inérieure au niveau atomique deférence, et n’a aucun noeud entre
les deux noyaux, B. Elle est dite liante.

De méme, pouk_, on obtient

Co = —Cp = ———.
"0 Sa) (539)

I'orbitale correspondante

1
Y= 2(1_&11))(% - SDb)

a uneénergie sugrieure au niveau atomique deference, et n'a un noeud entre
les deux noyau, B (changement de phase enisg et ¢, entre lesquels,;, est
positive, ca.d. qu’intringquement, il n'y a pas de changement de signe quand I'on
passe d'une OA l'autre). Elle est dite antiliante.

Mol écules leteronucléaires

Consicerons maintenant le casides deux orbitales sontes distantes eénergie. Pour
fixer les icees, on prendrait ici le caséagifique(e? < ¢)).

1. Energies orbitalaires
Ecrivons explicitement &quation &culaire, (5.28), sous formeédelopgee, utilisant

©.24)

(1-— Sgb)GQ + (2HpSap — 62 — 62)6 + (6262 — Hj,,) =0 (5.34)

Le discriminant de cettequation quadratique peugstire
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0 (Hap — € Sab)( 6ng?)
A= (e —e&))? [1 +4 (@ — 62)2 . (5.35)
Or, d'apes [5.26) el (5.37),Hup — €25u) =~ vpSap, (Hap — €3.Sup) =~ v Sap, de sorte
gue le second terme entre accolades dans cette expressioestelu second ordre
enS,,. On peut doné&crire

VA~ (& — &) l1 1 o Hab = ) (Ho Egsab)] , (5.36)

(€2 — 62)2

a cet ordre. On obtient alors, au second ordrégn

(2HabSab E — Gb) \/Z 0 (vbSab)2 0

o = ~ 0 \2a) o (5.37)
20— ) (@ — )
et
(QHGbSab 6 — Eg) —|— \/Z 0 (UaSab>2 0
— ~ A amab) . 5.38
€+ = 20— Dt @) (5.35)

Onvoitdonc que_ < ¢, c'esta-dire que:_ est le niveau orbitalaire le plus bas. Ce
niveau mokculaire le plus bas, , est plus profond que le plus bas des deux niveaux
atomiques. Urélectron occupant ce niveau stabilisera donc laémae. Par contre,

le niveau mokculairee, est sugrieur au niveau atomique le plakee, et urélectron
occupant . déstabilisera la mélcule. Finalement on remarque queckrt entre le
niveau moéculairec_ et le niveau atomique le plus bgsest d’autant plus faible que
les deux niveaux atomiques degart sont plugloigrés.

2. Orbitales moléculaires
Correspondardie_, (5.37), on a

c ((UbSabO))2
DN G 5.39
Ca Heyp — (€4 — (Ubsaf)) )Sab ( )

a (6

Posant
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= VpSab
=70 _ oy
(€ — &)
et nous rappelant qU&,, — €2S.) ~ v,Sq;, NOUs pouvonséécrire [5.3D) sous la
forme
Cp t

~ _ ~ —t 5.40
Cq 1— tSab ’ ( )

gui, avec la condition de normalisation

2+ i+ 2¢4cpS = 1,

donne

1 1/2 1
~ 1+ tSy — =t (5.41)

“=\15e_2s, 2

cp, = —tlc, ~ —t, (5.42)

au second ordre e$i,;, (¢ en est du premier ordre).
On a donc, pour l'orbitale métulaire de plus bas&nergie €nergie orbitalaire )

1
Y1 = (1+ 1S4 — 5152)% — tp. (5.43)

Un calcul analogue commencant avec la substitutienc,. dans le sysime [5.2P),
donne

1
wz — T‘gpa + (1 — T’Sab — §T2)@b. (544)

ou

UaSab

(e —ea)

ﬁ
Il
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Dansyy, on al ¢, | > | ¢ |, et l'orbitale ¢,, dont I'energie est la plus proche de
¢_, domine l'orbitale atomique», ; de méme, dansbs, | ¢, | > | ¢, |, et l'orbitale
atomiquey, domine l'orbitalep,. Dans le cas limite® < €, ¢_ est virtuellement
confondue avee’ ety ~ ¢,, tandis que, ~ ¢y, avece, =~ e).

5.3.3 Cereéralisation : regles du @éveloppement LCAO

Les consiérations et observations ggeédentes ne se limitent pasun ceveloppement
LCAO limité a deux termes, comme celui de (§.16). Elles 8segalisent facilement au
cas d'un éveloppementé&réral sur une base d& AO, tel que doné a I'équation|(5.15),
gue nous reprendrons ici sous la forme

Y= chgpﬁ (545)

ou, pour simplifier [ecriture desquationsy tiendra pour les deux indicesa de (5.1%)
combirees. Proedant comme dans le cas d'uavgloppement sur deux OA, on substitue
(5.48) dans[(5.12) et préje I'équation eésultante sur chacune des OA de base,On
obtient alors un systme déquations ligaires pour les coefficients :

ZCH’<HH’1_€SH/1> = 07

ZCH,<H1‘€,2_€S&,2) = 0,

ch'(HH'N_ESH'N) =0 (5.46)

ou les inkegrales ¢lements de matricey,.,. et S,.,. sont bien entenduéalinies par

Hy =< @ulhlox >= HY, (5.47)

S,.g/,i =< 90,4|g0,{ >= S:H/. (548)
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On peutécrire le systme déquations|(5.46) sous la forme matricielle

(Hn - 6) (le - 6512) (H13 - 6513) T (HlN - ESlN) C1 0
(Hzl - 6521) (H22 - 6) (st - 6523) Tt (HzN - ESzN) Co 0
(H31 - 6531) (H32 - 6532) (H33 - 6) T (H3N - €S3N) C3 = 0

(HNl - 65/\/1) (HN2 - ESNz) (HN3 - 65N3) T (HNN - 6) CN 0

d’ou I'on voit que le systme ne peut pogsler de solutions non triviales que fduation
seculaire

(Hn - 6) (H12 - 6512) (H13 - 6513) T (Hl/\f - ESlN)
(Hay — €591) (Hap —€) (Hos — €S93) -+ (Haon — €San)
(Hs1 —€S31)  (Hz2 — €552) (Hss —¢€) -+ (Hsv —€Ssn) | =0 (5.49)
(Han1 — €Sn1) (Haz — €Sn2) (Has —€Sas) -+ (Haw —€)

est satisfaite. C’est unequation algbrique de de@ \ ene, dont lesN racines eelles
donnent Ienergie de\ orbitales mokculaires. On voit donc que la combinaisorehire
de NV OA donne ecessairement” OM. C’est une desagles que I'on doit respecter dans
tout developpement LCAO.

De la structure matmatique degquations matricielles que I'on vient d’obtenir pour ce cas
géréral, se égagent un nombre degles simples gouvernant towvloppement LCAO :
1. Le mélange de: orbitales atomiques donmeorbitales magculaires.
2. Deux orbitales atomiqueg,. et ¢, ne se combinent (ne seatangent) de facon
appeciable que si
(a) elles se recouvrent bien&dendence sur les facteus ,, et H, . o< Sy )
(b) elles sont proches @mergie (comparaison entre les termes d'interackion,
et lesénergies atomiques, ,.)
Plus ces deux facteurs sont importants, mieux se ferai€lamge

3. La synetrie du systme peugventuellement imposer certaines formes de combinai-
sons lireaires des orbitales atomiques ; ces combinaiso@ailies sont dites ad&ets
a la synetrie. Par exemple, dans le cas d’'une @cole diatomique homonu&ire
commeH, , tous les orbitales,, o, etc, dcrites pecddemment sont addesa la
symetrie de cette mélcule.

4. Le nombre de noeuds dans une OM augmente ageelyie orbitalaire.
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5.4 Etudes de moécules s@cifiques

5.4.1 H, et molecules diatomiquesA,

A I etat fondamental, &lectron unique dei; occupe une OM qui devrait se céler
asymptotiquemerit 'orbitale atomiqué s d’'un atome d’hydrogne isoé (infinimentéloigré
d’un proton nu). On s’attend doricce que cette OM soit assez bigrcdte par la conbinai-
son lintaire de deux orbitalelss centées chacune sur un noyau. Ceci corresppposer
Pa(b) = 184 dans ). On obtient alors ce qui est appaldescription dé/, en base
minimale. Dans ce cas, les @yralesH,,, H.,, S, > 0 peuvent £valuer analytiquement.
Les figure$ 5/3, 5]4 €t 5.5 montre le comportement de cegriales vues comme fonctions
de la distance internuedireR.

Haa

-0 B

FiG. 5.3 —Intégrale H,, (en u.a.) en fonction de R(u.a) pour le éama LCAO impliquant
I'orbitale atomiquels centiée sur I'une ou 'autre proton dé/".

£ 476 & L8l 14
-

[ T
= = = =

'
Wor s m o on

FIG. 5.4 —Intégrale H,;, (en u.a.) en fonction de R(u.a) pour le &ama LCAO impliquant
I'orbitale atomiquel s centiée sur I'une ou 'autre proton dér,.



CHAPITRE 5. ORBITALES MOLECULAIRES 136
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FiG. 5.5 —Intégrale de recouvremeltt,, (en u.a.) en fonction de R(u.a) pour le éama
LCAO impliquant I'orbitale atomiqués centée sur I'une ou I'autre proton dél, .

E

0 |
U B
|

U I

10 15 i
-0L0E b

-n.1t

FiG. 5.6 —Fonctions dénergie potentielle (en u.al),, (trait plein), etU_, (tirets), en
fonction de R(u.a). Ces courbestdergie potentielle sont asséeis awétatslo, etlo,
obtenus dans un traitement LCAO en base minimal& e

La figure[ 5.6 montre les courbeséttiergie potentielle pour les deux premiétats def,
c.a d. le graphe des fonctions

62

Ui(R) = ei(R)+ 7 (5.50)

62

U-(R) = e (R)+ 5 (5.51)

ou e, donrees par[(5.28) ef (5.29) sont lesergies pureme@ectroniques des de@tats
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(orbitales)lo, et 1o, définis par

1o, = —— (15, + 1) (5.52)
2(1+ Sur)

lo, = ;(Lsa — 1sp) (5.53)
2(1 — Sab)

(on \erifiera le bien-fond de I'appelation dorge de ces deux orbitales). L'orbitale, est

la premere OM du types, : elle est obtenue par une combinaison liante desl@Aet
1s,. On la cesigne encore,1s pour cette raison. Pareillement, I'orbitale antiliahte, est
aussi appéeo, 1s. La figure[5.¥ montre une reggentation photographique de l'orbitale
1o, accompagae du profil de cette orbitale le long de I'axe interiaatte. Le caraétre
liant de I'orbitale est clairement ressorti sur ces images. Bma) on peut clairement voir
le carackre antiliant de I'orbitald o, repesenée de la reme fagon dans la figure $.8.

Fic. 5.7 —Repesentation photographique de l'orbitale liante, accompagée de son
profil le long de I'axe internudaire.

Par le néme proéce, sil'on partait dep, ;) = 254y dans|(5.1p), correspondaita limite
dissociative a I'atome d’hydro@ne disso@ serait dans &tat2s, on aurait obtenu deux
autres OM : 'une2o, ouo,2s, est liante ; 'autre2o, ouo,2s, est antiliante. La figu@.Q
montre I'orbitale liante2o, sous forme photographique et sous forme tridimensionnelle,
cette derrére servanfs cemontrer I'effet de la surface nodale &rente dan2s sur la
distribution dans I'orbitale mélculaire. La troigme paire d’'OM du type, ) s’obtient
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FiG. 5.8 —Repksentation photographique de l'orbitale antiliante,, accompagae de
son profil le long de I'axe internuehire.

par la combinaison ligaire des orbitale®p. ., centées sur les noyauxt et B. Dans ce
cas, l'orbitale liante, monéea la figurg 5.10, est

309 X <2pz,a - 2pz,b)

tandis que la combinaison Baire avec la ime phase entre les dejx. ;) est antiliante.
Notons que la distinctior2s vs. 2p dans le cas dé; n'a pas beaucoup de sens. Ces
orbitales atomiques ont en effet I&meénergie, et sont donc susceptibles de se combiner
fortement. Nbanmoins, la discussion gsente offre un i@t dans la mesuretocelle est
pertinente pour la comphension des OM d’une n&tule diatomique homonuire du
type A,.

Finalement, si I'on partait de,w) = 2p.,qp) (0U Pap) = 2Dy.q)) dans |(5_TIFS), on obtien-
drait

— Orbitale liante, (figurg 5.11)

17Tx,u X (2pm,a + 2pa:,b)
— Orbitale antiliante, (figurg 5.12)
17Tw,g X (2px,a - 2pw,b)

Notons que les deux niveaux orbitalaires agss@ices OM sont doublemenggeréres.
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FiG. 5.9 —Repgsentation photographique de I'orbitale antiliarite, accompagae d'une
représentation 3D de I'orbitale vue dans un plan contenant I'axe inteéairg.

5.4.2 Le fluorure d’hydrogene,H F’

Les dix électrons de la mékule HF nous obligerd construire au moins cing orbitales
moléculaires pour lesétrire. Dans la description la plus simple, utilisant une base d’or-
bitales atomiques appdbase minimal@, on ne retiendrait que les orbitales atomiques
suivantes

— l'orbitale 1s pour I’hydrogene,

— les orbitaled s, 2s, 2p,, 2p, et2p, pour le fluor.

Les combinaisons liaires d’orbitales atomiques cerds sur les deux atomes font donc
appela I'orbitale1s de I’hydrogene. Sil'on @finit 'axe = commeétant I'axe internudaire

de la moécule, anrsSls,zpz(w est nulle, et les orbitale®p,,, du fluor ne se ralangerait
jamais avec l'orbitald s de I'hydrogene. Elles resteront inchaigs, et deviennent des or-
bitales moéculaires diteson-liantes Il reste donc pour le fluor trois orbitales susceptibles

3Dans les calculs de chimie quantique, @fidit une base minimale, pour une réolile donge, comme
étant celle constiiee de toutes les OA des couches oc@ggpdans la configuration detat fondamental
atomique des atomes constituant la éauile.
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0.1

=0.0§

Fic. 5.10 —Repesentation photographique de l'orbitale antiliante, accompagae
d’une repgésentation 3D de I'orbitale vue dans un plan contenant I'axe inteégaics.

Fic. 5.11 —-Repksentation photographique de l'orbitale liante,, ,,.

de se combiner avec I'orbitale de I'hydrogene, soit les orbitaleks, 2s et2p.. Examinons
leur énergie en comparaison aveerergie de I'orbitald s de I'hydrogene (0,5 u.a.) ; on
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FiG. 5.12 —Repesentation photographique de l'orbitale antiliante, , accompagae
d’une repgésentation 3D de I'orbitale vue dans un plan contenant I'axe integaics.

estime que

— €15(F) ~ —=37,8 u.a,

- 625(F) ~ —1,44 u.a.,

— €,(F) ~ —0.68 u.a.

A cause de sa dispositioenergtique bien plus profonde, l'orbitales du fluor ne se

mélangerait pratiquement pas avec l'orbitalede I'hydrogene. Meme I'orbitale2s du

fluor ne se malangerait que faiblement avec I'orbitale de I'hydrogene. Il ne reste donc

que l'orbitale2p, (F') qui peut se combiner de facon appiable avec 'orbitalé s de I'hy-

drogene. On peut donetablir que, qualitativement, les six preares orbitales mékulaires

de HF seront, dans I'ordre &hergie croissante :

— 11 >~ 1s(F) avece; ~ e1,(F), orbitalenon-liante

— 1y ~ 2s(F') aveces ~ ey4(F'), orbitalenon-liante

— 3 ~ 1s(H) + t2p,(F),t < 1, aveces < e2,(F), orbitaleliante,

— by = 2p,(F), 5 = 2p,(F), aveces = €5 = €9,(F), niveau doublementégréere. Ce
sont des orbitaleson-liantes

— g = rls(H) 4 2p,(F),r < 1, aveces > €3,(F'), orbitaleanti-liante.
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La figure[5.18B illustre cessultats sous forme d’un diagramme de éfation de niveaux
d’énergie.

05 —
2p
| ]
I
++
1,0 —
2s
15 — a

FiG. 5.13 —-Diagramme de cog&lation des niveaux éhergie atomiques et némulaires de
HF

5.4.3 Les moéculesH,0 et BeH,
Le cas deH,0O

On consi@rera ici cette m@cule plane dans le syshe de coordor&es de la figurg 5.14,
ou tous les noyaux se trouvent dans le plan xz, et 'axe deesyendu systme coincide
avec I'axe des z. La base minimale des orbitales atomiques est céastitu

— des orbitaled s(H;),i = 1, 2, des deux hydragnes,

— des orbitaleds(0), 2s(0), 2p(O) pour I'oxygene.

Comme dans le cas@wedent on s’attend ce que I'orbitale s(O) reste pratiguement in-
change, et devienne simplement une orbitale de coeur non-liante deéauhel L'orbitale
2p,(O) de I'oxygene ne se recouvrant pas avec les orbitaié#/;), elle devient aussi une
orbitale non-liante. Seules les orbital30), 2p.(O) et2p,(O) peuvent se combiner avec
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z
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H H

FIG. 5.14 —Syskéme de coordorées utili€ dans la @finition des orbitales atomiques de
H>0O

les deuxls(H;). La synetrie du systme impose le remplacement de ces deux orbitales
hydrogenddes par les combinaisons éiaires adagiesa la synétrie suivantes :

o1 = \}5 [Ls(Hy) + 1s(Hy)]

1
QOQ = ﬁ [1S(H1) — 1S(H2)] .
De ces deux fonctiong, est de i@me type de sy#trie (type dite:;) que2s(O) et2p,(O).
Ces trois fonctions se combinent pour donner trois orbitalegcnddires du type,

Ve, = 128(0) + c22p.(0) + c3¢1.

En supposant; > 0, la premire orbitale:; est cara@risee pak, < 0 etcs > 0. C'estune
orbitale fortement liante, et s@nergie est telle qu’elle est la plus profonde des orbitales
moléculaires de valence conéiées. L'orbitalea; de plus hauté&nergie est caraetise
parc, < 0 etes < 0. Elle est fortement antiliante. La deeme orbitale du type; est non-
liante ; son occupation comge, avec celle de l'orbitale non-liarg,, permet décrire la
molécule avec deux pairesalectrons ’libres’.

La deuxeme combinaisons leaires des orbitaless hydrogenddes, ¢», est de ndme
symétrie que2p, (O) (symétrieb,) ; leur combinaison liGaire donne deux orbitales négllaires
du typeb,

U, = 42p(O) + c5p9,
dont I'une est liante, I'autre antiliante.
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La figure[5.15 montre les niveauxétiergies orbitalaires d&,0, ainsi que leur s@&ma
d’occupation par leglectrons de valence de la reolle. On y trouve aussi, pour fins de
comparaison, les niveaux des orbitales correspondantes pourdaut®lireaire Be H, qui
compte quatrélectrons de moins qui;O.

Le cas deBeH,

Pour ce cas, il suffit de remplacer les orbitales de I'exygdu cas @oedent par celles de
Be. La base minimale est donc conséau
— des orbitaled s(H;),i = 1, 2, des deux hydragnes,
— des orbitaled s(Be), 2s(Be), 2p(Be) pour I'oxygene.
Encore une foid s(Be) reste une orbitale de coeur tandis que, compte tenu dedarii
de BeH,, les orbitales de valence seront f@es par combinaison gg avec2s(Be) et de
o avec2p. (Be), Les orbitalegp,,) (Be) resteront inchariges et sont des OM non-liantes.
Onadonc:
— orbitalelo,(u) (anti)liante :

lo, = 2s(Be) &+ ¢y

— orbitale2o,(u) (anti)liante :
lo, = 2p,(Be) £ cpy

— orbitalesr, nonliantes, legp,,(Be).
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FiG. 5.15 —Niveaux dénergies orbitalaires dé/,0, ainsi que leur schma d’occupation
par lesélectrons de valence de la negule. On montre aussi, en tirets, les niveaux des
orbitales correspondantes pouite H,
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5.5 Exercices

1.

On a vu que, pour une nmexdule diatomique du typ&,, la combinaison ligaire de
2 OA p,, ¢ d’un type doni centées sur les 2 atomek,, X, donne 2 orbitales
moleculaires, dont I'une est liante, I'autre antiliante.

Soity, l'orbitale 2p., ou z est la direction de I'axe internuaire.
(a) Quel est le signe de I'iégrale de recouvremerst,, dans ce cas ?
(b) Identifiez I'orbitale liante dans ce cas. Justifiez voiponse.
Consicerons la moéculeLi H, un syseme de £lectrons
(a) Construisez la base minimale pour ce sysé.

(b) Esquissez qualitativement la composition des trois pressiorbitales m@culaires
de ce systme. Identifiez-les en terme de leur caeaetliant, antiliant ou non-
liant.

. En utilisant I'expression des orbitales atomiques de I'atome d’hy&neg(voir Ch.

3), erifiez que les orbitaleso,(,, définiesa la sectior) 5.4]1 pouH;', sont fonctions
propres del. = (%/i)0 /0 avec valeur propré .

. En utilisant I'expression des orbitales atomiques de I'atome d’hy&neg(voir Ch.

3), \erifiez que les orbitales suivantes
T X (2p+0 + 2p+yp)

de H;", sont fonctions propres de = (1/i)3/d¢ avec valeur propret .

La fonction correspondante obtenue en prenantésma combinaison leaire de2p,
est-elle une fonction propre de?

. (*) On consicere dans ce prokime un éveloppement LCA@ 3 OA,

UV = 191 + o + c303.

On supposera que les ggralesH;; et.S;; sont ieelles et que celles connectant les
OA ¢, etz sont nulles, @.d. :

H13:0:H31; 513202531-
Ceci correspona la situation d’interaction

(pl(—)SOQ(—)SO'g

“Voir figure[5.1 pour la dfinition de I'angle, en coordonge elliptique ; il est confondu avec I'ange
en coordon@e polaire, si I'on prend comme axe polaire (z), I'axe joignant les deux noyaux.
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ou 5 est une OA de pont entrg et .
Pour simplifier davantage &criture deséquations, on introduira la notation sui-
vante :

Wij - Hij - ESZ

Cette quantié depend dely. On supposera que cett@plendance est faible dans ce
qui suit.

(a) Rearrangez la prengire et la dernére deséquations du sys8tne lireaire (eq.
(5.48) avecN = 3) gouvernant les coefficients pour exprimerec; et c; en
termes de,.

(b) Substituez les expressions obtenada question pecdente dans &quation
restante du sysime lireaire pour obtenir unéquation effective pous. Vérifiez
gu’elle est de la forme

(ME) = E)e; =0 (5.54)
avec

W12 W13

(Hn —F) " (Hs3 — E) (5:53)

(c) Montrez que Equation gculaire du probkmeéquivauta

AME) = Hy +

ME)—E=0 (5.56)

On peut donc la&soudre graphiquement en cherchant les lieux d’intersection
du graphique de la fonction(F) et de la droitef (E) = E.

(d) En utilisant la néthode graphiquévoqueea la question pecedente, discutez
comment les 3 solutions deetjuation &culaire se disposent par rapport aux
énergies atomiqued = Hy,, k = 1,2, 3, dans les 2 cas suivants :

ie) <€) < el
i € <e)<e

(e) En utilisant les ésultats de la questidn paédrivez qualitativement, pour les
cas[5(d)i ef 5(d)ji de la questign bd, la composition des OM obtenues dans ce
sckema LCAQGa 3 AO. \érifiez la regle LCAO suivante :

"Le nombre de noeuds dans une OM augmente ave&sergie.

6. On a esting, a partir du diagramme de niveaux&hergie orbitalaire des atomes en
fonction deZ, I' énergie des orbitales atomiques de valencé.det deF’ (les OAls
sont bien plus profondes, et ne contribuent paa liaison dansLi F")
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‘ 2s 2p
F | -28Ry —1,4Ry
Li| —0,5 Ry —0,3 Ry

TaB. 5.2 —

(a) Calculez la charge nuéhire effectiveZ. s, pour unélectron-test dans chacune
de ces orbitales atomiques, et @ én ulilisant la formule

Qo

2 l(l+1
370t = 1)

T >=

calculez le rayon moyen de ces OA en les supposant hguldolgs.

(b) Les rayons moyens ainsi calésinous donne uneée de la grandeur relative
des inégrales de recouvremeAt,, ou 'a’ représente une OA dg&i, 'b’ une OA
deF.

Pour unR fixé, on aétabli I'ordre suivant (I'axez est I'axe internucaire)
| SQSLuQSF |Z| S25Li72pz,F |>| SQme?SF |Z| Ssz,Lz'72pz,F |

Cet ordre est-il raisonnable selon vous ?

(c) Envous basant sur les informations des questioasgutentes, tentez de construire
un diagramme de coélation pour la formation des sept preznes orbitales
moleculairesy;,i = 1 — 7, de LiF" a partir des OA. Indiquez les interactions
fortes des OA en traits pleins, les interactions faibles en traits pa@stilEn
négligeant les interactions faibles, esquissez la composition des/QM=
1 — 7, de LiF. (Au besoin, utilisez lesesultats du prome[$ ci-haut pour
l'interaction de 3 OA).

7. L'ion OH~ estis@&lectroniquea H F. On a propog que la structur@lectronique de
cet ion peut se&ktrire comme celle d& F’, simplement en remplacahtpar O~.

(&) En utilisant lestnergies suivantes des OA He

‘ 2s 2p
F|—-28Ry —1,4Ry

TAB. 5.3 —

et en supposant que ces OA sont hyéraipes, estimez legplacement des
deux niveauRs et2p quand I'on passe dé'a O~
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OM (o,ls)g  (o41s)c (0428)c (042p)c  €om/u.a.
lo, -0,0033 0,7067 0,0098 -0,0007 -11,406
20, 10,1033 -0,0702 0,4557 0,1850  -1,041
30, -0,3109 -0,0202 -0,0942 0,4761  -0,683
40, 11,0594 -0,1157 -0,8059 0,7016 0,484
OM (o, 1)y (ou18)c (0u28)c (0u2p)c  €om/u.a.
le,, -0,0031 0,7091 0,0188 -0,0042 -11,397
20, 0,2957 -0,0411 0,3159 -0,3139 -0,776
30, -0,9259 0,1220 1,1522 -0,1334 0,353
40, 0,5989 0,2309 11,2970 1,6753 1,195
OM (7Tu2p)c (71'92]))0 EO]V[/U.Q.
Ty 0,6071 -0,441

Ty 0,8814 0,251

TAB. 5.4 — Composition LCAO des OM d&, H,

(b) Discutez les coregjuences que peut avoir ceglacement des niveawétiergie
de valence de &lément lourd § passe deX = F'a X = O~) sur la compo-
sition des OM dei{ X a une gonetrie nuckaire fixee.(Au besoin, utilisez les
résultats du prol@ime b ci-haut pour 'interaction de 3 OA).

8. Les orbitales mdlculaires de I'aétylene onété obtenues dans un calcul ab-initio au

niveau SCF-Hartree-Fock avec une base minimale. On a &#@ommode deédinir
les combinaisons liaires de sy#itrie suivantes des OA :

(Ogpyls)m = 1sg, £ 1sp,

(O'g[u]ls)c = 1501 + 13027 (Ug[u]QS)c = 2801 + 2802

(Oug2P)c = 2ps0y = 2p2cy, (Tujg)2P) 0 = 2Pa)cr  2Pa(y)0
en termes desquelles, les OM obtenues sdrgqnées au tableau 5.4
(&) OM canoniques

I. Justifiez I'appellation de ces combinaisons de&lyim, ainsi que celle des
OM du tableal 5.

ii. Veérifiez que les&gles de dveloppements LCAO sont bien respest
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iii. Ecrivez la configuration de &tat fondamental de I'd#tykne en tenant
compte de I'ordreenergetique des OMs tel que @sené dans ce tableau.

iv. En vous basant sur I'analyse des pragés nodales des OM, tentez de les
classifier selon leur caraete liant, non-liant ou antiliant par rapport aux
liaisonsC — H etC' — C.

(b) OM localiséesll est utile d’introduire, pour chaque carbone, les orbitales ato-
miques diteqiybrides sp suivantes :

1
Sp+.c = ﬁ(%c + 2p.c)

et de @finir, en termes de ces OA hybrides, les 4 combinaisons detrsgm

1
5Py = SP4.cy T SP— 0y = E{(%%)C + (042p)c}
_ 1
Spy = sp—cy + 8P+, = ﬁ{(ag%’)c — (042p)c}
. |
SPy = SP+.cy — SP—,0y = ﬁ{(%%)C + (0u2p)c}

_ 1
SPy, = SP—.chv — SP+,02 = ﬁ{(UuZ‘S)C - (Uu2p)C}

i. Esquissez par un séma la forme des 4 combinaisonsélaireSSpj[u}.
Verifiez que par rappord C — O, sp/ est liante,sp/ est antiliante tandis
que |€SSpg_[u] sont pratiquement non-liantes.

ii. Ré-exprimez les orbitale2o,, 30, et 20, du tableay 5.4 en termes des
sp;t[u] et des combinaisons de s§trie (o4, 15) 5. Notez que I'analyse du
caracere de ces trois OM par rapport aux difentes liaisons devient bien

plus transparente dans cette nouvelle ieg@ntation.
9. Méthode de Hickel

Pour cecrire lesélectrons dans un syshe (lireaire ou cyclique) de liaisonsconjuglees
comportant N centres C

>C1=0,—C3=0C,—-Cs5=—=—....=Cy <



CHAPITRE 5. ORBITALES MOLECULAIRES 151

on forme des combinaisonsé&aires de N orbitales atomiqués.,, chacune cenée
sur un noyau de carbong,, :

0= ci(2ps) (5.57)

=1

etl'on suppose que, danslabas®.; | i = 1,2, 3,...N }, 'Hamiltonien mon&lectronique
effectifh a desélements de matrices suivants

) a<0si k=1
H, =< 2pzk|h|2pzl >= ﬁ <0sik=1+1 (558)
0 tout autre cas

De plus, on ignore le recouvrement d’orbitales atomiques éastisur des centres
differents, a.d. 'onécrit Sy,; = 4., (= 1 sik = [, 0 sinon).

(a) Ethylene, N=2Considerons d’abord la mdicule déthykne.

i. Construisez le sysine déquations gouvernant les coefficieatdu developpement
(2). écrivez ensuite Equation &culaire pour ce sysime, en terme de =

(a—E)/p.
ii. Solutionnez Bquation gculaire, et le sysime déquations gouvernant les

coefficients;;.
iii. Décrivez la nature (liante ou antiliante) de deux orbitales engéadr
Iv. En respectant le principe de Pauli donnez

A. la configuration de ktat fondamental deéthykne,

B. I énergie totale de cdtat,

C. la fonction d’'onde écrivant cetétat.

(b) 1,3-butadiene, N=4Avec N = 4, on consigte maintenant le 1,3-butaghe.
Réepétez lesttapes écrites aux questions 1.1, 1.2, 1.3 et 1.4a-b du gotd
précdent pour ce cas de la nédule de butadine.

Comparez Energie totale obtenue aveétiergie qu’aurait ce systne s’il consis-
tait vraiment de 2 liaisong localisees (2xénergie de Etat fondamental de

I’ éthykne). La diference est appék energie de dlocalisation’ : la celocalisation
desélectrons tena stabiliser la mokcule de butadine par rapport au simple
assemblage de liaisons
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(c) Cyclobutadiene On consi@re maintenant un sy&mne cyclique de liaisons,
tel que le cyclobutaéine, un sysime de £lectrons.

i. Construisez le sysime déquations liaires pour les 4 coefficients écrivez
ensuite [equation &culaire pour ce sysime en terme de= (o — E)/[.

ii. Solutionnez Bquation &culaire pour obtenir les 4 premiers niveaudergie
orbitalaire de ce systme.

iii. Calculez Ienergie de tat fondamental du cyclobutantie. Comparez-la
a I'énergie pedite pour le sygime lireaire 1,3-butadine. Laquelle des
deux configurations, limaire ou cyclique, est plus stable, selon ladhe
de Hickel ?

(d) Radicaux allyle et cyclopropenyle Les radicaux allyle et cyclopr@myle sont
des systmesa trois électronsr délocalises sur trois centres. On l&tudiera ici
par la méthode de ldckel . Pour ce faire, oBcrira d’abord, dans les deux cas,
le syseéme déquations lieaires gouvernant les coefficiemfsdu developpement
LCAO des orbitales métulaires sur des orbitales atomiquas.,.

i. Ecrivez et solutionnezéquation &culaire dans les deux cas. Lequel des
deux radicaux est plus stable dans stat fondamental ?

ii. Solutionnez le sysine déquations gouvernant les coefficients LCAQ
pour obtenir les trois prengres orbitales m@culaires normées du radi-
cal allyle. On les énoterap,, @, et 3 dans I'ordre dénergie croissante.
Décrivez les propétes nodales de ces orbitales raollaires.

iii. Pour une orbitale mdculaire donie, on @finit une indice de liaison entre
2 centres k et | par
Pkl = C.C|

et I'on convient de qualifier, via-vis de la liaisonC}, — C;, l'orbitale
moléculaire de liante siP,; > 0, d’antiliante si P,; < 0 et de nonliante
Si P, =0.

En utilisant ces crieres, @crivez le caradre liant, antiliant ou nonliant

des orbitales m@culaires obtenues la question pecdente. Obtiendrait-

on la méme classification en se basant sur les pregs nodales de ces
orbitales ?

iv. Enrespectant le principe de Paudicrivez la fonction d’onde totaleedrivant
I’ état fondamental du cation allyle

>C=CH"-C <,
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un sysémea deuxelectronsr.

Données supptmentaires

(@)

Sarr Sarn Sars
§azr Sax San

§as
ann
(b)
z 1 0 0
1 2 1 0
01 z 1
00 1 =«
(c)
r 1 0 1
1 210
01 = 1
1 01 =z
(d)
r 1 0
1 o 1|=ux(*-2),
01 =z

— =R
8

153

11 a2 13
Q21 dg22 Q21
a31

NN

=zt — 322 +1

= 2%(2? — 4)

— (- 1)z +2)
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